
Alexander Sinsel: Organi
 Computing (Seminar WS 06/07)2.3 Dynamis
he ModelleDie Dynamik handelt von Veränderungen und bes
hreibt die zeitli
he Entwi
klung vonSystemen. Ni
ht immer bestand Einigkeit darüber, ob Veränderungen überhaupt mög-li
h sind. Im 6. Jahrhundert vor Christus entbrannte im antiken Grie
henland ein Streitüber genau diese Frage, der die grie
his
he Philosophie na
hhaltig prägte und selbst inder heutigen Diskusionen über das Körper-Seele Problem in anderer Form no
h wei-terlebt. Parmenides von Elea behauptet in seiner Seinslehre (Ontologie), daÿ alles Seinunvergängli
h und ungeworden sein müsse. Aus diesem Grunde könnten Veränderungenin der Welt nur subjektiver S
hein und Trug sein, wel
he dur
h die Sinneswahrnehmunghervorgerufen seien [Cap68℄. Sol
h eine These mag aus heutiger Si
ht zunä
hst gänz-li
h unwahrs
heinli
h und indiskutabel ers
heinen. Faÿt man jedo
h die man
herseitsvehemente Ablehnung gegenüber der neurobiologis
hen Erklärung des Bewuÿtseins alsemergente (das heiÿt au
h gewordene) Ers
heinung neuronaler Aktivität genauer insAuge, so tri�t man ni
ht selten auf denselben Grundgedanken. Ohne glei
h die Mög-li
hkeit der Veränderung abzulehnen, neigen do
h die meisten Weltbilder dazu, etwasUnvergängli
hes und Ungewordenes zu postulieren, seien es physikalis
he Gesetze, wieEnergieerhaltung, oder die Unsterbli
hkeit der Seele. Die Vorstellung, daÿ unser bewuÿ-tes Dasein seine Identität vielmehr in der unbeständigen Anordnung des Beständigenals in diesem selbst zu su
hen hat, stöÿt darum keineswegs auf allseitige Akzeptanz.Zenon, ein S
hüler von Parmenides und ebenfalls Eleate, hat in einer Reihe von Paradoxi-en versu
ht, in der Annahme, daÿ Bewegung existiere, eine Widersprü
hli
hkeit aufzuzeigen.Die Grundlage seiner Argumentation besteht in dem Fehls
hluÿ, daÿ Dimensionsloses, das kei-ne Ausdehnung besitzt, unendli
h oft aneinandergesetzt werden kann und si
h trotzdem ni
htsdaraus ergibt [Wal92℄. In Bezug auf die Bewegung heiÿt dies, daÿ si
h zu keinem Zeitpunktetwas bewegen könne, da Bewegung das Vergehen von Zeit und somit eine zeitli
he Ausdeh-nung erfordert. Wenn si
h aber zu keinem Zeitpunkt etwas bewegen kann, so könne si
h au
hzu unendli
h vielen, hintereinander gereihten Zeitpunkten ni
hts bewegen und Bewegung seifolgli
h paradox. Diese Implikation ist mathematis
h jedo
h fals
h und ni
ht im Einklang mitder von Newton und Leibniz entwi
kelten In�nitesimalre
hnung, wie in Anhang B erläutert.
2.3.1 Ni
ht-lineare DynamikMit Newtons Er�ndung der Di�erentialglei
hung, seiner Entde
kung des Bewegungs-gesetzes und des allgemeinen Gravitationsgesetzes fand die Dynamik (als prin
ipiamathemati
a) in der Physik (in der philosophiae naturalis) ihren Ursprung. Da dieBewegungsglei
hungen der klassis
hen Physik, wie au
h die der Quantenme
hanik, li-near sind, hat si
h die analytis
he Vorgehensweise in der Physik bis heute immer weiteretablieren können, obwohl es au
h in der Physik seit langem analytis
h unlösbare, ni
ht-34



lineare Probleme gibt, wie beispielsweise s
hon das Dreikörperproblem
mi

d2

dt2
xi =

N∑

j 6=i

mimj(xi − xj)

|xi − xj |3
(N ≥ 3).Neben der im vorangegangen Abs
hnitt erwähnten Unsi
herheit, ob die Physik über-haupt biologis
he Prozesse erklären kann, ist die analytis
he Unlösbarkeit der meistenni
ht-linearen Di�erentialglei
hungen ein weiterer Grund dafür, daÿ si
h die Physik lan-ge Zeit sehr wenig mit der Modellierung komplexer biologis
her Systeme auseinanderge-setzt hat. Komplexe Systeme sind im allgemeinen ni
ht-lineare Systeme, insbesonderegründen Prozesse dissipativer Selbstorganisation auf ho
hgradig ni
ht-linearen We
h-selwirkungen. Eine dynamis
he Modellbildung oder Systemanalyse erfolgt dur
h dieZuordnung eines Di�erentialglei
hungssystems und die explizite Angabe der Systempa-rameter, wel
he die We
hselwirkungen bes
hreiben. Die hö
hste Potenz der Ableitungbestimmt den Grad des Di�erentialglei
hungssystems und damit den Grad der Ni
ht-Linearität . Existiert eine analytis
he Lösung, so bes
hreibt diese das Verhalten desSystems oder den Systemzustand für alle Anfangszustände zu allen Zeitpunkten. Beini
ht-linearen Systemen läÿt si
h, wie erwähnt, jedo
h in den meisten Fällen keine ana-lytis
he Lösung �nden. Dann bleibt die Mögli
hkeit, eventuell mit Unterstützung vonComputern, eine numeris
he Lösung zu bere
hnen19. In vielen Fällen ist man aber garni
ht an einer exakten Lösung für alle Zeitpunkte interessiert, sondern mö
hte ledigli
hdie stabilen Zustände kennen, in die si
h ein bestimmtes System begeben kann.2.3.2 Lineare StabilitätsanalyseDie stationären Punkte oder Fixpunkte x∗ einer Di�erentialglei
hung

dx

dt
= f(x)sind die Lösungen der Glei
hung

dx

dt
= f(x) = 0.Die Stabilität des Fixpunktes x∗ wird ermittelt, indem man eine kleine Auslenkung

η(t) = x(t) − x∗ vom Fixpunkt x∗ und deren zeitli
he Entwi
klung betra
htet. Um zusehen, ob die Auslenkung zunimmt oder abnimmt (das System si
h vom Fixpunkt wegentwi
kelt oder in den Fixpunkt zurü
kkehrt), leitet man eine Di�erentialglei
hung für
η(t) her. Dazu di�erenziert man η(t) zunä
hst und erhält

d

dt
η(t) =

d

dt
(x − x∗) =

d

dt
x,19Ein übli
hes numeris
hes Verfahren ist das Runge-Kutta Verfahren vierter Ordnung [Str94℄.35



Grundlagen und natürli
he Vorbilderda x∗ konstant ist. Demzufolge ist d
dt

η = d
dt

x = f(x) = f(x∗ + η). Mit der Taylor-Entwi
klung na
h (B.34) ergibt si
h dann
f(x∗ + η) = f(x∗) + η

d

dt
f(x∗) + O(η2),wobei O(η2) für quadratis
he Terme und Terme höheren Grades in η steht. Da x∗ einFixpunkt ist, folgt per De�nition f(x∗) = 0 und demna
h

d

dt
η = η

df

dt
(x∗) + O(η2).Für den Fall, daÿ df

dt
(x∗) 6= 0, sind die höheren Terme O(η2) verna
hlässigbar, und esgilt für kleine Auslenkungen die Näherung

d

dt
η = η

df

dt
(x∗), (2.25)wel
he als Linearisierung um den Fixpunkt x∗ bezei
hnet wird. Die Lösung von (2.25)ist na
h (B.8) eine Exponentialfunktion, d.h. wenn df

dt
(x∗) > 0, wird η(t) exponentiellwa
hsen und wenn df

dt
(x∗) < 0 wird η(t) exponentiell zerfallen. Mit anderen Worten ist

x∗ im ersten Fall ein instabiler und im zweiten Fall ein stabiler Fixpunkt20 . Die Stei-gung df

dt
(x∗) im Fixpunkt legt also die Stabilität des Fixpunktes dur
h ihr Vorzei
henfest (Abbildung 13). Ihr Betrag ∣∣df

dt
(x∗)

∣
∣ kann als Maÿ der Stabilität aufgefaÿt werden.Ist df

dt
(x∗) = 0, so sind die Terme höherer Ordnung O(η2) ni
ht mehr zu verna
hlässigenund eine ni
ht-lineare Stabilitätsanalyse ist erforderli
h.Die stationären Punkte oder Fixpunkte X∗ = (x∗

1, x
∗
2, ..., x

∗
n)T eines Di�erentialglei-
hungssystems der Ordnung n

dx1

dt
= f1(x1, x2, ..., xn)

dx2

dt
= f2(x1, x2, ..., xn)

...
dxn

dt
= fn(x1, x2, ..., xn)bere
hnen si
h na
h (B.33) gemäÿ20Ein instabiler Fixpunkt ist der Repellor und ein stabiler Fixpunkt der Attraktor in Abbildung9. Die Funktion f entspri
ht dort jedo
h den wirkenden Kräften, also der negativen Ableitung desdargestellten Höhenniveauverlaufs (Potential). Somit sind die stabilen Fixpunkte die Stellen, an denendie zweite Ableitung des Höhenverlaufs positiv (dieser selbst also konvex) ist (siehe Abs
hnitt ??!).36



2.3 Dynamis
he Modelle

Abbildung 13: Eindimensionales Ri
htungsfeld einer ni
ht-linearen DGL (oben) und einerlinearen DGL (unten). Der eindimensionale Phasenraum ist die x-A
hse. Auf der y-A
hse istdie Ableitung dx
dt

= f(x) aufgetragen. Die Nullstellen sind Fixpunkte. Das lineare Systemkann hö
hstens einen isolierten Fixpunkt haben, das ni
ht-lineare System kann beliebig vieleisolierte Fixpunkte haben. Stabile Fixpunkte sind die, auf wel
he das Ri
htungsfeld an jederStelle in ihrer Umgebung hin zeigt, die anderen sind instabile Fixpunkte. In einem stabilenFixpunkt fällt der Graph wegen df
dt

(x∗) < 0, in einem instabilen Fixpunkt steigt der Graphwegen df
dt

(x∗) > 0.
dx1

dt

∣
∣
∣
∣
X∗

= f1(x
∗
1, x

∗
2, ..., x

∗
n) = 0

dx2

dt

∣
∣
∣
∣
X∗

= f2(x
∗
1, x

∗
2, ..., x

∗
n) = 0

...
dxn

dt

∣
∣
∣
∣
X∗

= fn(x∗
1, x

∗
2, ..., x

∗
n) = 0 (2.26)Die Stabilitätsanalyse für höherdimensionale Di�erentialglei
hungssysteme soll exem-plaris
h für den Fall n=2 erläutert werden. Sei nun X∗ = (x∗

1, x
∗
2) ein Fixpunkt, d.h.

f1(x
∗
1, x

∗
2) = 0

f2(x
∗
1, x

∗
2) = 0
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Grundlagen und natürli
he Vorbilderund u = x1 − x∗
1, sowie v = x2 − x∗

2 die beiden Komponenten einer kleinen Auslenkungvom Fixpunkt. Man betra
hte wieder die Ableitung der Auslenkung:
d

dt
u =

d

dt
x1

= f1(x
∗
1 + u, x∗

2 + v)

= f1(x
∗
1, x

∗
2) + u

∂f1

∂x1

∣
∣
∣
∣
X∗

+ v
∂f1

∂x2

∣
∣
∣
∣
X∗

+ O(u2, v2, uv)

= u
∂f1

∂x1

∣
∣
∣
∣
X∗

+ v
∂f1

∂x2

∣
∣
∣
∣
X∗

+ O(u2, v2, uv).Dabei wurde im ersten S
hritt x1 = x∗
1 + u bzw. x2 = x∗

2 + v in f1 substituiert, imzweiten S
hritt die Taylorentwi
klung für den zweidimensionalen Fall angewendet undim dritten S
hritt wegen f1(x
∗
1, x

∗
2) = 0 der erste Summand gestri
hen. Analog erhältman für die zweite Komponente:

d

dt
v = u

∂f2

∂x1

∣
∣
∣
∣
X∗

+ v
∂f2

∂x2

∣
∣
∣
∣
X∗

+ O(u2, v2, uv).Demna
h gilt für die zeitli
he Entwi
klung der Auslenkung (u, v)T bei Linearisierungum den Fixpunkt:
(

d
dt

u
d
dt

v

)

=

(
∂f1

∂x1

∂f1

∂x2
∂f2

∂x1

∂f2

∂x2

)(
u

v

)

. (2.27)Die Matrix
A =

(
∂f1

∂x1

∂f1

∂x2
∂f2

∂x1

∂f2

∂x2

)

(x∗

1
,x∗

2
)ist die Ja
obi-Matrix am Fixpunkt X∗ = (x∗

1, x
∗
2). Sie ist das mehrdimensionale Analo-gon zu df

dt
(x∗) aus (2.25). In (2.27) wurden die Terme höherer Ordnung s
hon verna
h-lässigt. Dies ist für kleine Auslenkungen (u, v)T dann gere
htfertigt, wenn der Realteilaller Eigenwerte λi der Ja
obi-Matrix von Null vers
hieden sind:

∀i = 1..n : Re(λi) 6= 0. (2.28)In diesen Fällen ist die Stabilität des Fixpunktes dur
h die Stabilität des linearisier-ten Systems gegeben. Anders ist es für die Grenzfälle, bei denen ein Eigenwert mitvers
hwindendem Realteil existiert:
∃λi : Re(λi) = 0. (2.29)Dies tri�t bei Zentren, Sternen und degenerierten Knoten zu (Anhang B). Hier ent-s
heiden die Terme höherer Ordnung über die Stabilität des Fixpunktes.38



2.3 Dynamis
he Modelle2.3.3 BifurkationIn der Dynamik wird unter einer Bifurkation die qualitative Änderung der Phasenraum-topologie eines Systems verstanden. Darunter fällt die Erzeugung und Verni
htung vonFixpunkten oder der Verlust ihrer Stabilität. Ein simpler Me
hanismus, um Fixpunktedur
h Veränderung eines Kontrollparameters (Bifurkationsparameter) zu erzeugen oderzu verni
hten, ist bei der sogenannten Sattelpunkt-Bifurkation zu erkennen (Abbildung14). Man betra
hte das System
d

dt
x = r + x2,bei dem r ein Systemparameter ist. Für r<0 erhält man die beiden Fixpunkte aus

d
dt

x = r + x2 = 0 zu
x∗

1,2 = ±
√
−r.Die Stabilitätsanalyse ergibt für eine Auslenkung η(t) = x(t)− x∗ na
h (2.25) d

dt
η(t) =

η df

dt
(x∗) = η · 2x∗ = ±2η

√
−r, d.h. einen stabilen und einen instabilen Fixpunkt. Fürr=0 erhält man einen Fixpunkt, der ein Sattelpunkt ist, und für r>0 existiert überhauptkein Fixpunkt. Der Systemparameter r fungiert im vorliegenden System o�ensi
htli
hals Kontrollparameter zur Erzeugung und Verni
htung von Fixpunkten.

Abbildung 14: Sattelpunktbifurkation. Auf der linken Seite ist f(x) = d
dt

x = r +x2 über
x für r = −1, +1 (blau) und für den kritis
hen Punkt rC = 0 aufgetragen. Auf derre
hten Seite ist ein Bifurkationsdiagramm aufgezei
hnet, bei wel
hem x im stationärenPunkt ( d

dt
x = 0) über den Bifurkationsparameter r aufgetragen wird.Bistabilität erfordert zwei voneinander getrennte stabile Fixpunkte. Um diese als Spei-
her zu verwenden, benötigt man einen Kontrollparameter, der die Bistabilität auslöst,wenn der Spei
her bes
hrieben werden soll. Dies gewährleistet die Pit
hfork-Bifurkation2121Das Bifurkationsdiagramm (Abbildung 15, oben re
hts) erinnert an eine Heugabel (Pit
hfork),daher die Bezei
hnung. 39



Grundlagen und natürli
he Vorbilderin folgendem System (Abbildung 15 oben):
d

dt
x = rx − x3. (2.30)Im Falle von r>0 hat das System 3 Fixpunkte x∗

1,2,3 = 0,
√

r,−√
r. Für eine Auslenkung

η(t) = x(t) − x∗ um die von Null vers
hiedenen Fixpunkte ergibt si
h na
h (2.25)
d
dt

η(t) = η df

dt
(x∗) = η · (r − 3(x∗)2) = ηr − 3ηr < 0, d.h. ein stabiler Fixpunkt. DerFixpunkt an der Stelle Null ist instabil, weil d

dt
η(t) = η · (r − 3(x∗)2) = ηr > 0.Dies entspri
ht dem in Abbildung 10 dargestellten Fall von Bistabilität dur
h zweiAttraktoren, die dur
h einen Repellor getrennt sind. Für r<0 vers
hwinden die beidenvon Null vers
hiedenen Fixpunkte, und der Fixpunkt an der Stelle Null wird stabil.Eine Pit
hfork-Bifurkation liegt au
h beim Ferromagneten vor, wie er im stationärenZustand dur
h die Glei
hung (2.23) bes
hrieben wird (Abbildung 15 links unten):

h = T · tanh−1m − J · n · m
∣
∣ · 1

Jn
h

Jn
︸︷︷︸

α

=
T

Jn
︸︷︷︸

β

tanh−1m − mLiegt kein äuÿeres Magnetfeld an, d.h. h = 0, so erhält man mit β = T
Jn
:

β · tanh−1m = m.Für β = T
Jn

< 1 ergeben si
h zwei stabile Fixpunkte m∗
1,3, in deren Mitte ein insta-biler Fixpunkt m∗

2 = 0 an der Stelle Null liegt. Für β = T
Jn

≥ 1 existiert nur no
hein stabiler Fixpunkt an der Stelle Null. Dies wird ersi
htli
h, wenn man g(m) = mund h(m) = β · tanh−1m graphis
h aufträgt (Abbildung 15 re
hts unten). Die S
hnitt-stellen entspre
hen den Fixpunkten. Es handelt si
h also ebenfalls um eine Pit
hfork-Bifurkation, bei der die Temperatur T der Kontrollparameter ist. Aus βC = TC

Jn
= 1folgt, daÿ die kritis
he Temperatur TC = Jn beträgt. Der Ferromagnet geht beimAbkühlen unterhalb TC = Jn vom stabilen symmetris
hen Zustand in den bistabilenZustand über. Der symmetris
he Zustand an der Stelle m = 0 wird dabei instabil, so-daÿ bei geringsten Auslenkungen (dur
h kleine Fluktuationen des Magnetfeldes) si
hder Ferromagnet in einen der beiden asymmetris
hen stabilen Zustände begeben wird.Spontane Musterbildung erfordert stets die Destabilisierung des homogenen Zustandes.
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2.3 Dynamis
he Modelle

Abbildung 15: Pit
hforkbifurkation. Oben ist auf der linken Seite f(x) = d
dt

x = rx− x3über x aufgetragen und auf der re
hten Seite das Bifurkationsdiagramm dargestellt.Unten ist auf der linken Seite f(x) = d
dt

x = r · tanh−1x − x für 0 < r < 1 und
r > 1 (blau), sowie für den kritis
hen Punkt rC = 1 (rot) abgebildet. Unten re
hts sind
f(x) = x (rot), sowie f(x) = r · tanh−1x für zwei vers
hiedene Werte von r mit einmal
0 < r < 1 und einmal r > 1 (blau) augetragen. Die S
hnittstellen der blauen Graphenmit dem roten sind die Fixpunkte von d

dt
x = r · tanh−1x − x.2.3.4 ChaosDer Symmetriebru
h bei der Entstehung von Konvektionsrollen kann mit dem dur
hdie Lorenz-Glei
hungen (2.24) bes
hriebenen Modell dynamis
h erklärt werden:

d

dt
x = σ · (y − x)

d

dt
y = rx − y − xz

d

dt
z = xy − bz. (2.31)Das Di�erentialglei
hungssystem ist nur dur
h die beiden Ausdrü
ke x ·z in der zweitenund x · y in der dritten Glei
hung ni
ht ganz linear. Denno
h können seine Lösungen41



Grundlagen und natürli
he Vorbilderbereits ein 
haotis
hes Verhalten zeigen (Abbildung 16). Die stationären Zustände sinddie Lösungen des Glei
hungssystems:
σ · (y − x) = 0

rx − y − xz = 0

xy − bz = 0O�ensi
htli
h ist (x∗, y∗, z∗)0 = (0, 0, 0) unabhängig von den Werten aller Systempa-rameter ein Fixpunkt. Ist dieser Fixpunkt stabil, so entspri
ht das dem homogenenZustand, in dem die Viskosität jegli
he Konvektionsbewegung unterbindet.Zwei weitere Fixpunkte erre
hnen si
h für r > 1 zu
(x∗, y∗, z∗)C− = (−

√

b(r − 1),−
√

b(r − 1), r − 1)und
(x∗, y∗, z∗)C+ = (

√

b(r − 1),
√

b(r − 1), r − 1),da
σ · (

√

b(r − 1) −
√

b(r − 1)) = 0

r
√

b(r − 1) −
√

b(r − 1)) −
√

b(r − 1))(r − 1) = 0

b(r − 1) − b(r − 1) = 0Sie sind symmetris
h zum Ursprung und entspre
hen den Zuständen re
htsdrehen-der, bzw. linksdrehender Konvektionrollen. Für r < 1 sollte der homogene Zustand
(x∗, y∗, z∗)0 = (0, 0, 0) stabil sein, für r > 1 muÿ dieser jedo
h irgendwann destabilisiertwerden, damit es zum Symmetriebru
h kommen kann, bei dem si
h das System in einender beiden bei r = 1 entstandenen Fixpunkte begeben kann. Demna
h ist eine Stabili-tätsanalyse des Fixpunktes im homogenen Zustand (x∗, y∗, z∗)0 = (0, 0, 0) vorzunehmen.Die Linearisierung von (2.31) errei
ht man, indem die Ni
htlinearitäten x · z und x · yverna
hlässigt werden:

d

dt
x = σ · (y − x)

d

dt
y = rx − y

d

dt
z = −bzNun ist aber die dritte Zustandsvariable z nur no
h in der letzten Glei
hung vorhan-den und dort ohne die beiden anderen Zustandsvariablen. Man sagt, daÿ die dritteGlei
hung für z von den anderen beiden entkoppelt wurde. Sie kann darum seperat be-tra
htet werden. Da der Parameter b stets als positiv angenommen werden kann, fällt42



2.3 Dynamis
he Modellejede Auslenkung in z-Ri
htung exponentiell auf Null zurü
k. Für die anderen beidenRi
htungen bleibt
(

d
dt

x
d
dt

y

)

=

(
−σ σ

r −1

)

·
(

x

y

)Die Spur τ = −σ−1 < 0 der Koe�zientenmatrix ist grundsätzli
h negativ und die De-terminante ist ∆ = −σ − rσ = σ(r − 1). Das bedeutet, daÿ der Fixpunkt im Ursprungfür r<1 in der Tat ein stabiler Fixpunkt ist, der bei r=1 instabil wird (Anhang B).Am kritis
hen Punkt rC = 1 zeigt das System eine Pit
hfork-Bifurkation, bei wel
herder Fixpunkt im Ursprung instabil wird, und zwei neue stabile Fixpunkte symmetris
hum den Ursprung entstehen. Eine Stabilitätsanalyse der beiden neu entstandenen Fix-punkte zeigt, daÿ diese für r>1 tatsä
hli
h zunä
hst stabil sind. Das System fällt ineinen der beiden Fixpunktattraktoren und es bilden si
h Konvektionrollen aus. Wirdder Kontrollparameter r weiter angehoben, so kommt es zu einer weiteren Bifurkation.Bei r=28 zeigt das System das in Abbildung 16 dargestellte 
haotis
he Verhalten. In derPhasenraumdarstellung ist zu erkennen, daÿ das System in einer Menge von Zuständenverharrt, die ein bestimmtes Phasenraumvolumen ni
ht übers
hreiten. Denno
h bleibtdas System niemals in einem bestimmten Punkt des Phasenraums und au
h ni
ht aufeine ges
hlossenen Trajektorie. Wie man nämli
h im Zeitgraphen erkennen kann, ver-hält si
h das System aperiodis
h und unregelmäÿig (Abbildung 16, oben). Überdies fälltauf, daÿ das Langzeitverhalten des Systems äuÿerst sensibel von der Anfangsbedingungabhängt. Ein sol
hes aperiodis
hes Langzeitverhalten eines deterministis
hen Systems,wel
hes sensibel von der Anfangsbedingung abhängt, wird als Chaos bezei
hnet. EdLorenz erkannte im Langzeitverhalten des Systems einen seltsamen Attraktor.Die formale De�nition eines Attraktors lautet, daÿ jener eine ges
hlossene Menge A vonZuständen im Phasenraum ist, für die gilt:
• Jede Trajektorie, die in A startet, bleibt für alle Zeiten in A
• Alle Trajektorien, die hinrei
hend nahe an A sind, bewegen si
h in A hinein, d.h.es existiert eine o�ene Menge von Anfangsbedingungen U ⊃ A mit x(0) ∈ U ,sodaÿ der Abstand zwis
hen x(t) und A für t → ∞ gegen Null geht. Die gröÿteMenge U, für die dies zutri�t, wird als das Attraktorbe
ken von A bezei
hnet.
• A ist minimal, d.h. A ist die kleinste Menge, wel
he die beiden oben stehendenEigens
haften erfüllt.Ein seltsamer Attraktor ist ein sol
her, wel
her emp�ndli
h von den Anfangsbedingun-gen abhängt.2.3.5 MusterbildungIm Jahre 1952 verö�entli
hte Alan Turing ein mathematis
hes Modell, mit dem er dieMorphogenese in der frühen Embryonalentwi
klung zu erklären versu
hte. Im Mittel-punkt stand die Frage, wie aus der zunä
hst kugelsymmetris
hen befru
hteten Eizelle43
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Abbildung 16: Lorenz-Attraktor. Darstellung der Zustandsvariablen y und z im Zeitraumund des Phasendiagramms. Das System verharrt in einer Menge von Zuständen, die aufein bestimmtes Phasenraumvolumen begrenzt sind. Denno
h verhält si
h das Systemvollkommen unregelmäÿig und aperiodis
h.ein ho
hstrukturierter Organismus entstehen kann. Na
h den Überlegungen der voran-gegangenen Abs
hnitte liegt die Grundidee für einen Ansatz auf der Hand: Man su
hedie entspre
henden Werte für die Systemparameter, bei denen der homogene Zustandinstabil wird. Alan Turings Modell gründet auf der linearen Stabilitätsanalyse und lei-stete einen wesentli
hen Beitrag zur ni
ht-linearen Dynamik. Überdies zeigt es, daÿeinfa
he physikalis
he Gesetze ausrei
hen, eine musterbildende Instabilität hervorzu-bringen.Turing nahm an, daÿ die Gene (Proteine oder Enzyme) auss
hlieÿli
h als Katalysatorenfür spontane 
hemis
he Reaktionen fungieren, wel
he die Produktion von anderen Ka-talysatoren regulieren. Er verna
hlässigte me
hanis
he und elektris
he Aspekte und be-tra
htete die Di�usion und die 
hemis
he Reaktion als die maÿgebli
hen Me
hanismenbei der Musterbildung in organis
hem Gewebe. Wirkt Di�usion im allgemeinen eherstrukturzerstörend, so ist gerade sie es na
h Turings Theorie, wel
he die Instabilität aus-44



2.3 Dynamis
he Modellelöst (di�usionsbedingte Instabilität). Turing gelang es zu zeigen, daÿ di�usionsbedingteInstabilität, die dur
h anfängli
he Zufallss
hwankungen der Konzentrationsverteilunginitiiert wird, globale räumli
he Konzentrationsstrukturen und 
hemis
he Muster her-vorbringt. Die von Turing erre
hneten Muster sind Streifen oder Tupfen. Sie ähnelnsehr stark den gestreiften oder gepunkteten Mustern auf Tierfellen (wie sie beispiels-weise bei den Zebras oder dem Gepard in Abbildung 7 dargestellt sind). Intrinsis
heParameter, wie Di�usionskonstanten und Reaktionsraten, legen allein die morphologi-s
he Charakteristik (ob Tupfen oder Streifen, Streifenbreite, et
.) fest, wel
he ni
ht vonder anfängli
hen Auslenkung abhängt. Letztere hat nur Auswirkungen auf die Phase,d.h. die exakte Position und die Ausri
htung der Streifen. Alan Turings Modell ist einemögli
he Erklärung für die morphogenen Prozesse in der frühen Embyonalentwi
klung;seine Hypothese konnte aber bis heute ni
ht bewiesen werden.Reaktions-Di�usions-Glei
hungenDie Di�usion N vers
hiedener Moleküle mit den Konzentration ci(x, t) am Ort x zumZeitpunkt t wird dur
h
d

dt
c(x, t) = D∆c(x, t) (2.32)bes
hrieben. Der Lapla
e-Operator ∆ = ∇2 = ∂2

∂x2
1

+ ∂2

∂x2
x

+ ∂2

∂x2
3

mit den zweifa
hen Ab-leitungen kommt daher, daÿ der aus einem Raumvolumen austretende Di�usionsstrom
∇j(x, t) glei
h der Konzentrationsabnahme − ∂

∂t
c(x, t) in diesem Volumenelement ist

∇j(x, t) = − ∂

∂t
c(x, t) (2.33)und dieser Di�usionsstrom wiederum um so stärker ist, je gröÿer der räumli
he Kon-zentrationsabfall ∇c(x, t) ist

j(x, t) = −D · ∇c(x, t). (2.34)Daraus folgt die Di�ussionsglei
hung für eine Substanz
∂

∂t
c(x, t) = ∇− (−D · ∇c(x, t)) = D∇2c(x, t) = D∆c(x, t).Bei N Substanzen mit den Konzentrationen ci(x, t) (i = 1, .., N) kann die Di�usi-onsglei
hung in der Matrizens
hreibweise wie in (2.32) formuliert werden, wobei c =

(c1, c2, ..., cN) und D eine Diagonalmatrix ist, mit den Di�usionskonstenden Di auf derDiagonalen.Wenn 
hemis
he Reaktionen statt�nden, so ändern diese ebenfalls die Konzentratio-nen, was dur
h Einfügen eines weiteren Summanden f(c(x, t)) in die Di�usionsglei
hung(2.32) zur allgemeinen Reaktions-Di�usions-Glei
hung überleitet:
d

dt
c(x, t) = f(c(x, t)) + D∆c(x, t) (2.35)45



Grundlagen und natürli
he VorbilderDie Reaktionsdynamik ist ebenfalls von der Konzentration abhängig, was im Argumentvon f(c(x, t)) zum Ausdru
k kommt. Der Lapla
e-Operator ∆ bes
hreibt die räumli
heInhomogenität.Möge im folgenden ein einfa
hes System mit zwei Substanzen betra
htet werden, wiees Hans Meinhardt zur Bes
hreibung der anfängli
hen Musterbildung in der frühenEmbryonalentwi
klung aufstellte [GM72℄. Es wird von einem Aktivator mit der Kon-zentration a und einem Inhibitor mit der Konzentration h ausgegangen. Der Aktivatorwirkt selbstverstärkend (autokatalytis
h) und verstärkend auf den Inhibitor (kreuzka-talytis
h)
d

dt
a(x, t) = ρ +

a(x, t)2

h(x, t)
− µa(x, t) + Da∆a(x, t)

d

dt
h(x, t) = a(x, t)2 − νh(x, t) + Dh∆h(x, t) (2.36)Hierbei bes
hreibt a(x, t)2 in der oberen Glei
hung die Auto-, in der unteren Glei
hungdie Kreuzkatalyse dur
h den Aktivator und 1

h(x,t)
die Wirkung des Inhibitors. Der Quell-term ρ ist die dissipative Komponente des Systems und entspri
ht einem äuÿeren Zu�uÿdes Aktivators. µ bzw. ν sind die Zerfallsraten der jeweiligen Substanz, Da und Dh diejeweiligen Di�usionskonstanten. Die autokatalytis
he Produktion muÿ ni
ht-linear sein(mindestens a(x, t)2), da der Abbau biologis
her Moleküle µa(x, t) stets als linear an-gesetzt wird, aber ni
ht überwiegen darf.Stationäre homogene LösungDie stationäre ( d

dt
a(x, t) = 0, d

dt
h(x, t) = 0) homogene (∆a(x, t) = 0, ∆h(x, t) = 0)Lösung lautet:
0 = ρ +

a2
0

h0
− µa0

0 = a2
0 − νh0 (2.37)Wegen der unteren Glei
hung ist h0 = 1

ν
a2

0, woraus aus der oberen Glei
hung folgt, daÿ
a0 =

1

µ
(ρ + ν). (2.38)Linearisierung um die stationäre homogene LösungNun ist die wesentli
he Idee, zu untersu
hen, unter wel
hen Bedingungen diese Lösunginstabil wird. Dazu betra
htet man eine kleine Abwei
hung vom stationären Punkt derhomogenen Lösung. q1 = a − a0, q2 = h − h0 sodaÿ d

dt
a = d

dt
q1, d

dt
h = d

dt
q2, ∆a = ∆q146



2.3 Dynamis
he Modelleund ∆h = ∆q2. Damit wird aus (2.36):
d

dt
q1 = ρ +

(a0 + q1)
2

(h0 + q2)
− µ(a0 + q1) + Da∆q1

d

dt
q2 = (a0 + q1)

2 − ν(h0 + q2) + Dh∆q2Linearisierung ergibt na
h (2.27) für die erste Glei
hung
d

dt
q1 = q1

∂

∂q1

(

ρ +
(a0 + q1)

2

(h0 + q2)
− µ(a0 + q1) + Da∆q1

)∣
∣
∣
∣
q1=q2=0

+ q2
∂

∂q2

(

ρ +
(a0 + q1)

2

(h0 + q2)
− µ(a0 + q1) + Da∆q1

)∣
∣
∣
∣
q1=q2=0

= q1

(
2(a0 + q1)

(h0 + q2)
− µ + Da∆q1

)∣
∣
∣
∣
q1=q2=0

+ q2

(

− (a0 + q1)
2

(h0 + q2)2

)∣
∣
∣
∣
q1=q2=0

=

(
2a0

h0
− µ + Da∆

)

· q1 −
(

a0

h0

)2

· q2und für die zweite Glei
hung
d

dt
q2 = q1

∂

∂q1

(
(a0 + q1)

2 − ν(h0 + q2) + Dh∆q2

)
∣
∣
∣
∣
q1=q2=0

+ q2
∂

∂q2

(
(a0 + q1)

2 − ν(h0 + q2) + Dh∆q2

)
∣
∣
∣
∣
q1=q2=0

= q1 2(a0 + q1)|q1=q2=0 + q2 (−ν + Dh∆)|q1=q2=0

= 2a0 · q1 + (−ν + Dh∆) · q2Beim Ableiten wurde der Lapla
e-Operator ∆ wie eine Konstante behandelt, was jedo
hni
ht der Fall ist. Er wirkt auf eine Funktion und muÿ daher, wie dies jeweils in derletzten Zeile korrigiert ist, vor q1 bzw. vor q2 stehen. In Matrizens
hreibweise lautet dasGlei
hungssystem nun
d

dt
q = J(∆) · q, (2.39)mit der Ja
obimatrix

J = J(∆) =

(
2a0

h0
− µ + Da∆ −( a0

h0
)2

2a0 −ν + Dh∆

)

=
︸︷︷︸

(2.38)

(
2νµ

ρ+ν
− µ + Da∆ −( νµ

ρ+ν
)2

2
µ
(ρ + ν) −ν + Dh∆

)

.(2.40)Als Lösungsansatz für dieses Di�erentialglei
hungssystem wählt man ebene Wellen
q(x, t) = C · eikx+λt, mit k =

(
k1

k2

)

, (2.41)47



Grundlagen und natürli
he Vorbilderdie hier als Moden bezei
hnet werden. Dabei ist k der Wellenvektor und λ die Win-kelfrequenz; k bes
hreibt die örtli
he Komponente und λ die zeitli
he Komponente imSpektalraum. Dieser Ansatz ergibt
∂

∂t
q = λq und ∆q = −k2q,was die Di�erentialglei
hungssystem auf die einfa
he Form

λq = J(k2)qbringt, in wel
her der Lapla
e-Operator ∆ in J dur
h −k2 ersetzt ist:
J(k2) =

(
2νµ

ρ+ν
− µ − Dak

2 −( νµ

ρ+ν
)2

2
µ
(ρ + ν) −ν − Dhk

2

)Die Eigenwertglei
hung kann analog zu (??) umges
hrieben werden:
(J− λ1)q = 0,woraus si
h die Forderung
det(J − λ1) = 0ergibt, wenn man ni
ht an der trivialen Lösung interessiert ist. Sie führt auf die 
ha-rakteristis
he Glei
hung

λ2 − λ spur(J)
︸ ︷︷ ︸

τ

+ det(J)
︸ ︷︷ ︸

δ

= 0,wel
he die Dispersionsrelation
λ±(k) = +

τ(k)

2
±
√

τ 2(k)

4
− δ(k) (2.42)mit

τ =

(
2νµ

ρ + ν
− µ − Dak

2 − ν − Dhk
2

) (2.43)
δ =

(

−2νµDhk
2

ρ + ν
+ (Dak

2 + µ)(Dhk
2 + ν)

) (2.44)als Lösung hat (Abbildung 17). Diese bes
hreibt den Zusammenhang zwis
hen denRaumkomponenten k = |k| und den Zeitkomponenten λ. Wegen der Isotropie desRaumes22 kann nur der Betrag k des Wellenvektors relevant sein. Die Eigenwerte λsind aufgrund der Dispersionsrelation ni
ht frei wählbar, sondern von dem Betrag des22Isotropie bedeutet, daÿ keine Raumri
htung ausgezei
hnet ist, was bei einem symmetris
hen Aus-gangszustand und infolge der Zufälligkeit initialer Auslenkungen anzunehmen ist.48



2.3 Dynamis
he ModelleWellenvektors k abhängig. Die Dispersionsrelation ist in den Lösungsanatz (2.41) ein-zusetzen:
q(x, t) = C · eikx+λ(k)t = |C| · eiϕ · eλ(k)t · (coskx + i · sinkx)

= |C| · eiϕ · e(Re[λ(k)]+i·Im[λ(k)])t · (coskx + i · sinkx)

= |C| · eiϕ · eRe(λ(k))t · (cos(Im(λ(k))t) + i · sin(Im(λ(k))t) · (coskx + i · sinkx).Physikalis
h relevant ist nur der Realteil:
q(x, t) = |C| · eRe(λ(k))t · cos(Im(λ(k))t + ϕ) · coskxTuring-InstabilitätEs gibt zwei mögli
he Instabilitäten des homogenen Zustands, wovon eine zu zeitli
henOszillationen führt (Hopf-Instabilität), die andere zu stationären räumli
hen Mustern(Turing-Instabilität). Für jegli
he Art von Instbilität ist zu fordern, daÿ Re(λ±) ≥ 0,denn im anderen Fall wäre gerade das Stabilitätskriterium erfüllt, daÿ jede Auslenkungvom homogenen Zustand exponentiell abklingt. Turing bezei
hnet den Realteil von λdarum als Instabilität I. Um Oszillationen zu erhalten, verlangt die Hopf-Instabilitätüberdies Re(λ±) = 0 und Im(λ±) 6= 0, wo hingegen für die stationäre Musterbildungdur
h Turing-Instabilität zu fordern ist, daÿ zumindest eine Lösung λ+ einen positivenRealteil hat und der Imaginärteil vers
hwindet:

Re(λ+) ≥ 0 und Im(λ±) = 0 (2.45)Diese Bedingung ist erfüllt23, wenn in (2.42)
τ

(
2νµ

ρ + ν
− µ − Dak

2 − ν − Dhk
2

)

< 0 (2.46)und
δ =

(

−2νµDhk
2

ρ + ν
+ (Dak

2 + µ)(Dhk
2 + ν)

)

≤ 0. (2.47)Aus (2.46) folgt
ρ >

2νµ

µ + ν + (Dh + Da)k2
− ν (2.48)und aus (2.47) entspre
hend

ρ ≤ 2νµDhk
2

(µ + Dak2)(ν + Dhk2)
− ν. (2.49)Die Dissipation ρ hat in einem bestimmten Werteberei
h zu liegen, wel
her von deninneren We
hselwirkungen des Systems festgelegt wird. Dies verdeutli
ht, daÿ Muster-bildung nur im Flieÿglei
hgewi
ht eines o�enen Systems mögli
h ist.23Es sollte erwähnt werden, daÿ der naheligende Ansatz mit einem instabilen Fixpunkt (τ > 0 und

τ2 > 4δ) musterbildende Instabilität zu erzielen, zu keinem Erfolg führt.49



Grundlagen und natürli
he VorbilderBeide Bedingungen für ρ sind aber ni
ht allein von den Systemparametern, sondernau
h von k2 abhängig. Um die Moden zu �nden, wel
he beide Bedingungen erfüllen,werden die Grenzfälle in (2.46) und (2.47) betra
htet [HO78℄.

Abbildung 17: Die Instabilität der Moden hängt dur
h die Dispersionrelation I(k) =
Re[λ(k)] von ρ ab. Der kritis
he Fall ist der, bei dem genau eine erste Mode kC instabilwird und liegt für ρ = ρC vor. Die dur
hgehende Kurve entspri
ht dem Fall von Turing-Instabilität: In dem mit 2 bezei
hneten Intervall von k können die Moden wa
hsen, bisdie Ni
htlinearitäten zum Tragen kommen und dies unterbinden. In den mit 2 und 3gekennzei
hneten Gebieten zerfallen die Moden.Aufgrund der Dispersionsrelation, kann man nur für bestimmte Raumkomponenten kInstabilität erwarten. Im kritis
hen Punkt ρC , an dem die erste Mode kC instabil wird(Abbildung 17), gilt na
h (2.47):

k4
C +







− 2νµ

Da(ρ + ν)
+

ν

Dh

+
µ

Da
︸ ︷︷ ︸

β








· k2
C +

νµ

DhDa

= 0d.h.
k2

C± = −β

2
±
√

β2

4
− νµ

DhDa

. (2.50)50



2.3 Dynamis
he ModelleDer kritis
he Punkt zei
hnet si
h dadur
h aus, daÿ gerade nur ein Wert von k anwä
hst(rote Kurve in Abbildung 17), folgli
h muÿ k2
C+ = k2

C− gelten, sodaÿ:
β2

C =
4νµ

DhDaFür das Quadrat der Wellenzahl k2
C in (2.50) können nur positive Werte in Betra
htkommen, weshalb nur die negative Lösung
βC = −

√
4νµ

DhDagültig ist. Demna
h gilt
−
√

4νµ

DhDa

= − 2νµ

Da(ρ + ν)
+

ν

Dh

+
µ

Da

=⇒ ρC =
2νµDh

νDa + µDh +
√

4νµDhDa

− ν (2.51)und
k2

C = −β

2
=

√
νµ

DhDa

. (2.52)Nun sei der andere Grenzfall betra
htet, wel
her aus der Bedingung (2.46) folgt undbei τ = 0 vorliegt. O�ensi
htli
h ist τ bei k = 0 am gröÿten:
τ(k = 0) =

2νµ

ρ + ν
− µ − ν = 0

=⇒ ρ0 =
2νµ

µ + ν
− ν (2.53)Damit überhaupt in einem Parameterberei
h stationäre Musterbildung mögli
h wird,muÿ die Bedingung ρC > ρ0 erfüllt sein:

2νµDh

νDa + µDh +
√

4νµDhDa

>
2νµ

µ + ν

νDa + µDh +
√

4νµDhDa < (µ + ν)Dh
√

4
µ

ν
DhDa < Dh − Da

⇒ Dh > Da. (2.54)Der Inhibitor muÿ folgli
h s
hneller di�undieren als der Aktivator. Ähnli
h läÿt si
hzeigen, daÿ ν > µ gelten muÿ, also der Aktivator s
hneller zerfällt als der Inhibitor.Mit anderen Worten: Musterbildung erfordert eine langrei
hweitige Hemmung und einekurzrei
hweitige Verstärkung.Literatur[Str94℄, [Mur04℄, [Hak83℄, [GM72℄, [Tur52℄, [HO78℄, [Mal73℄51


