
Alexander Sinsel: Organi
 Computing (Seminar WS 06/07)2.5 Dynamis
he Modelle neuronaler NetzeWenn au
h die neuronal 
odierte Informationen dur
h die Feuerrate ni
ht vollständigbes
hrieben wird, so können do
h viele grundlegende neuronale Me
hanismen mit demModell des Feuerraten-Neuron dargestellt werden. Es wird zunä
hst das aktivitätsbe-s
hreibende Modell (??) betra
htet, bei dem alle Neurone die glei
he Sigmoidfunktion
ΘS dargestellt werden und die glei
he Zeitkonstante τ besitzen:

dvi

dt
=

1

τ

(

−vi + ΘS

[
∑

j

wijvj

])Dabei wird jedes Neuron als ein eindimensionales ni
ht-lineares dynamis
hes System be-s
hrieben. Ein neuronales Netz von n Neuronen entspri
ht dann einem n-dimensionalenni
htlinearen System. Au
h für dieses System sind die stationären Zustände
dvi

dt

∣
∣
∣
∣
v
∗

= 0 ∀i = 1, .., n (2.78)von besonderem Interesse, weil sie mögli
he Zustände darstellen, in die si
h das Systemauf Dauer begeben kann.2.5.1 Systeme von zwei NeuronenDie Dynamik eines gekoppelten Systems von zwei Neuronen kann in drei vers
hiedeneKlassen unterteilt werden, wel
he dur
h die We
hselwirkung zwis
hen beiden Neuronenbestimmt sind.We
hselseitige ErregungIm Falle we
hselseitiger Erregung
dv1

dt
=

1

τ
(−v1 + ΘS(v2))

dv2

dt
=

1

τ
(−v2 + ΘS(v1)) (2.79)existieren bei entspre
hender Wahl von ΘS(s) drei stationäre Zustände. Diese können im(für das vorliegende System zweidimensionalen) Phasenraum dur
h die S
hnittpunkteder beiden Nullklinen

dv1

dt
= 0

dv2

dt
= 0 (2.80)wie in Abbildung 31 graphis
h dargestellt werden.80



Abbildung 31: Bistabilität im zweidimensionalen Phasenraum. Es sind die Nullkline fürzwei si
h we
hselseitig erregende Neurone v1 und v2 dargestellt. Die S
hnittpunkte derNullklinen sind die stationären Zustände, von denen zwei stabil sind und der mittlereein Sattelpunkt ist.Da in dem System zwei voneinander isolierte stabile Fixpunkte existieren, ist das Systembistabil. Die dur
h die Sigmoidfunktion gegebene Ni
htlinearität kann dur
h allmähli-ge Vergröÿerung des Kontrollparameters ∆s verringert werden. Im linearen Grenzfallwerden die Nullklinen zu Geraden. Wenn diese ni
ht übereinander liegen, so hat einesogenannte Pit
hfork-Bifurkation stattgefunden, bei der nur no
h ein stabiler Fixpunktübrig bleibt. Bistabilität erfordert die Ni
htlinearität des Systems.Kennzei
hnend für das System we
hselseitiger Erregung ist, daÿ im stabilen Zustandentweder beide Neurone aktiv oder beide Neurone inaktiv sind.We
hselseitige HemmungIn einem System we
hselseitiger Hemmung
dv1

dt
=

1

τ
(−v1 + ΘS(−v2 + k))

dv2

dt
=

1

τ
(−v2 + ΘS(−v1 + k)) (2.81)ist ein externer Stimulus k das einzig erregende Moment. Au
h dieses System kannbei entspre
hender Wahl von ΘS drei stationäre Zustände besitzen, von denen zweistabil sind. Diese sind bei we
hselseitiger Hemmung jedo
h dadur
h gekennzei
hnet,daÿ in jedem der beiden stabilen Zustände jeweils nur ein Neuron aktiv und das an-dere vollkommen inaktiv ist. (Abbildung 32, links). Man spri
ht daher au
h von einer81



Grundlagen und natürli
he VorbilderWinner-Takes-All-Dynamik (WTA-Dynamik) oder einer exklusiven Ents
heidungsdy-namik.

Abbildung 32: Exklusive Ents
heidungsdynamik. Links sind die Nullklinen für die si
hwe
hselseitig hemmenden Neurone v1 und v2 von (2.81) dargestellt. Im re
hten Bild ist
v1 begünstigt, wodur
h bei indi�erentem Ausgangszustand eine Ents
heidung zugunstenvon v1 fällt. Die bei (0,0) beginnende Kurve zeigt die Zustandsabfolge (Trajektorie) beieinem Ausgangszustand, in dem beide Neurone inaktiv sind. Die Trajektorie beginnt imUrsprung und mündet in den stabilen Fixpunkt re
hts unten.Ist im initialen Zustand die Aktivität beider Neurone glei
h Null, so würde si
h indem idealisierten System (2.81) der mittlere stationäre Zustand im zeitli
hen Verlaufeinstellen, in dem beide Neurone die glei
he gemäÿigte Aktivität zeigen. Dieses Systemist jedo
h unrealistis
h, da natürli
he Systeme niemals raus
hfrei sind, sodaÿ dort s
hondur
h geringfügige Fluktuationen eine ni
ht-deterministis
he Ents
heidung zugunsteneiner der beiden stabilen Zustände herbeigeführt wird. In dem dur
h zwei vers
hiedeneexterne Stimuli k1 und k2 modi�zierten System

dv1

dt
=

1

τ
(−v1 + ΘS(−v2 + k1))

dv2

dt
=

1

τ
(−v2 + ΘS(−v1 + k2)) (2.82)kann dur
h die Wahl des Vorzei
hens von (k1 − k2) einer der beiden stabilen Fixpunk-te von auÿen begünstigt werden (Abbildung 32, re
hts). Das System tri�t stets eineEnts
heidung zugunsten des Neurons mit dem stärkeren Stimulus.82



2.5 Dynamis
he Modelle neuronaler NetzeKombinierte Hemmung und ErregungEin kombiniertes System, bestehend aus einem exzitatoris
hen Neuron v1 = E undeinem inhibitoris
hen Neuron v2 = I, ist im einfa
hsten Falle dur
h
dE

dt
=

1

τE
(−E + ΘE(−I))

dI

dt
=

1

τI

(−I + ΘI(E)) (2.83)gegeben. Da erregende und hemmende Neurone ni
ht vom glei
hen Typ sind, wird for-mal zwis
hen ΘE(x) und ΘI(x) bzw. τE und τI unters
hieden. Dieses System hat beientspre
hender Wahl der Sigmoidfunktionen ΘE(x) und ΘI(x) einen stabilen Fixpunkt,in dem E und I glei
hermaÿen gemäÿigt aktiv sind. Jedes Neuron hat auf das jeweilsandere einen regulierenden E�ekt. Sol
he Selbstregulation wird in organis
hen Syste-men au
h als Homöostase bezei
hnet.Bei der synaptis
hen Übertragung werden einzelne Aktionspotentiale verstärkt oderabges
hwä
ht. Dieser Ein�uÿ auf den postsynaptis
hen Stimulus kann in dem verein-fa
hten Modell des Feuerraten-Neurons dur
h eine Gewi
htung der präsynaptis
henFeuerraten bes
hrieben werden (Anhang ??):
dE

dt
=

1

τE
(−E + ΘE(wIE · I))

dI

dt
=

1

τI
(−I + ΘI(wEI · E)) (2.84)Hemmende Synapsen entspre
hen hierbei einem negativen Gewi
htswert wIE < 0 underregende Synapsen einem positiven Gewi
htswert wEI > 0.In Systemen, die aus hemmenden und erregenden Neuronen bestehen, können nebenFixpunkten au
h sogenannte Grenzzyklen im Phasenraum entstehen. Ein Grenzzyklusist eine isolierte, ges
hlossene Zustandsabfolge (Trajektorie). Isoliert bedeutet, daÿ Tra-jektorien der Umgebung ni
ht ges
hlossen sind, sondern entweder spiralförmig auf denGrenzzyklus zu (stabiler Grenzzyklus) oder von ihm weg laufen (instabiler Grenzzy-klus). Daneben gibt es au
h halbstabile Grenzzyklen, die in ihrer innerer Umgebung einanderes Anziehungsverhalten auf Trajektorien zeigen, als in ihrer äuÿeren Umgebung.Stabile Grenzzyklen sind, wie au
h die stabilen Fixpunkte, Attraktoren, da alle Tra-jektorien in einer hinrei
hend kleinen Umgebung der stabilen Grenzzyklen auf diese zulaufen (Abbildung 33).Die Sequenz von Aktonspotentialen des stimulierten Neurons im Hodgkin-Huxley-Modellentspri
ht einem Grenzzyklus. Ein einfa
heres Beispiel für einen Grenzzyklus stellt dersogenannte Buhmann-Oszillator [Mal00℄ dar: Ein exzitatoris
hes Neuron E und ein83



Grundlagen und natürli
he Vorbilder

Abbildung 33: Grenzzyklus beim Buhmann-Oszillator. Links ist der Phasenraum bei
λ = 3 dargestellt. Die Trajektorien haben oben und unten vers
hiedene Anfangsbedin-gungen. Re
hts oben sieht man den periodis
hen Zeitverlauf bei λ = 3 und der Anfangs-bedingung (0, 48; 0, 48). Re
hts unten ist für λ = 1, 8 kein Grenzzyklus mehr vorhanden,der Fixpunkt an der Stelle (0, 5; 0, 5) ist hier stabil.inhibitoris
hes Neuron I sind synaptis
h gekoppelt, wobei das exzitatoris
he Neuronselbsterregend wirkt41:

τE
dE

dt
= −E(x) + ΘE

(

E − w · I −
1 − w

2

)

τI
dE

dt
= −I(x) + ·ΘI

(

E −
1

2

) (2.85)41In einem biologis
h realistis
heren Modell müÿte die Selbsterregung dur
h eine we
hselseitige Er-regung mit weiteren exzitatoris
hen Neuronen bes
hrieben werden [Wil99℄.
84



2.5 Dynamis
he Modelle neuronaler NetzeDie Zeitkonstanten mögen hierbei zu τE = τI = 1 gegeben sein und die Sigmoidfunk-tionen seien mit Θmax = 1, x1/2 = 0 und ∆x = 1
4γ

jeweils:
Θ(x) =

Θmax

1 + exp(
x1/2−x

∆x
)

=
1

1 + exp(−4γx)
(2.86)Ein Fixpunkt be�ndet si
h dann bei E∗ = I∗ = 1

2
, wie man dur
h Einsetzen in (2.85)überprüfen kann.Zur Stabilitätsanalyse des Fixpunktes muÿ das zeitli
he Verhalten kleiner Auslenkun-gen e = E − E∗ und i = I − I∗ vom Fixpunkt betra
htet werden. Bei hinrei
hendkleinen Auslenkungen ist deren Linearisierung um den Fixpunkt gere
htfertigt. Dazuwird (2.85) zunä
hst in einen linearen und einen ni
ht-linearen Anteil zerlegt

dE

dt
= −E(x) + Θ

(

E − w · I −
1 − w

2

)

= −E(x) + ΘE

dI(x)

dt
= −I(x) + ·Θ

(

E −
1

2

)

= −I(x) + ΘI (2.87)und eine Linearisierung des dur
h die Sigmoidfunktion gegebenen, ni
ht-linearen Anteilsvorgenommen:
ΘE(E∗ + e, I∗ + i) ≈ ΘE(E∗, I∗) +

∂ΘE

∂E

∣
∣
∣
∣
E∗,I∗

· e +
∂ΘE

∂I

∣
∣
∣
∣
E∗,I∗

· i

ΘI(E∗ + e, I∗ + i) ≈ ΘI(E∗, I∗) +
∂ΘI

∂E

∣
∣
∣
∣
E∗,I∗

· e +
∂ΘI

∂I

∣
∣
∣
∣
E∗,I∗

· iDie Ableitung der Sigmoidfunktion (2.86) na
h x kann wie folgt ges
hrieben werden:
d

dx
Θ(x) =

4γ

(exp(2γx) + exp(−2γx))2Demna
h ist d
dx

Θ(0) = γ, sodaÿ die linearisierten Auslenkungen dur
h
d

dt
e = −e + γe − γwi

d

dt
i = −i + γebes
hrieben werden und die Jakobi-Matrix für dieses System

A =

(
−1 + γ −γw

γ −1

)
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Grundlagen und natürli
he Vorbilderlautet. Aus der 
harakteristis
hen Glei
hung det(A − λ) = 0 ergeben si
h die beidenEigenwerte
λ1,2 = −1 +

γ

2
± γ

√

1

4
− w. (2.88)Für γ < 2 fällt die Auslenkung mit der Zeit exponentiell in den Fixpunkt zurü
k und derFixpunkt E∗ = I∗ = 1

2
ist demna
h stabil. Ist w > 1

4
, so werden die Eigenwerte komplexund die Lösung des linearisierten Systems bekommt einen oszillatoris
hen Anteil:

(
e

i

)

(t) =

(
e

i

)

(0) · exp
(

(
γ

2
− 1)t

)

︸ ︷︷ ︸

stabilitaetsbestimmend

· exp

(

j(γ

√
∣
∣
∣
∣

1

4
− w

∣
∣
∣
∣
)t

)

︸ ︷︷ ︸

oszillatorisch

(2.89)Hierbei ist j2 = −1. Die Bedingung für das Entstehen von Grenzzyklen ist das Anwa
h-sen der Oszillation, was von dem stabilitätsbestimmenden Faktor abhängt. So ergebensi
h Grenzzyklen erst für Werte von γ > 2. Ein sol
her ist in Abbildung 33 illustriert undstellt als stabiler Grenzzyklus einen Attraktor dar. Wenn der Systemparameter γ als Bi-furkationsparameter fungiert, tritt an der Stelle γ = 2 eine sogenannte Hopf-Bifurkationmit der von Null vers
hiedenen Kreisfrequenz γ
∣
∣1
4
− w

∣
∣
1/2 auf. Wie in Abbildung 30 ver-ans
hauli
ht, wird die Ni
ht-Linearität der Sigmoidfunktion mit fallendem ∆x, d.h. mitwa
hsendem γ, verstärkt. Das verdeutli
ht, daÿ Ni
ht-Linearität eine Voraussetzungfür Grenzzyklen darstellt. Zwar kann au
h ein lineares System d

dt
x = Ax ges
hlosseneBahnen besitzen, diese können jedo
h niemals isoliert sein, da für jede periodis
he Lö-sung x(t) gilt, daÿ au
h cx(t) eine Lösung ist. Die Amplitude linearer Oszillationen iststets dur
h die Anfangsbedingungen festgelegt und alle Änderungen dieser Amplitudebleiben bestehen.

Abbildung 34: Der Ne
ker-Würfel. Ein mögli
hes Beispiel für einen Grenzzyklus beider bewuÿten Wahrnehmung. Der Würfel ers
heint abwe
hselnd aus der Perspektivevon re
hts oben oder von links unten. 86



2.5 Dynamis
he Modelle neuronaler Netze2.5.2 Kortikale NetzwerkeEine aus mehreren Neuronen bestehende eindimensionale kortikale S
hi
ht mit räum-li
her Struktur kann in Anlehnung an (2.84) dur
h das vereinfa
hte Wilson-Cowan-Modell [Wil99℄ bes
hrieben werden:
τE

dE(x)

dt
= −E(x) + ΘE

(
∑

x′

wEE(x, x′) · E(x′) −
∑

x′

wIE(x, x′) · I(x′) + P (x)

)

τI
dI(x)

dt
= −I(x) + ΘI

(
∑

x′

wEI(x, x′) · E(x′) −
∑

x′

wII(x, x′) · I(x′) + Q(x)

) (2.90)Diese Formulierung entspri
ht dem aktivitätsbes
hreibenden Netzwerkmodell (2.77) fürzwei vers
hiedene Neuronentypen, mit der Besonderheit, daÿ die Menge der Indizes zu-sätzli
h eine Topologie besitzt. Hierbei bezei
hnen E(x) ein exzitatoris
hes und I(x) eininhibitoris
hes Neuron an der Stelle x, P (x) und Q(x) jeweils einen äuÿeren Stimulusauf diese Neurone. Die synaptis
he Kopplung zwis
hen einem Neuron vom Typ j an derStelle x und einem Neuron vom Typ i an der Stelle x′ wird dur
h wij(x, x′) bes
hrieben.Kortikale S
hi
hten werden im allgemeinen als homogen (wij(x, x′) = wij(x − x′)) undisotrop (wij(x) = wij(−x)) modelliert, sodaÿ die synaptis
hen Kopplungen wij zweierNeurone an den Orten x und x′ ledigli
h von deren räumli
hen Abstand |x − x′| abhän-gen und deshalb wij(x, x′) = wij(|x − x′|) ist. Die von Null vers
hiedenen Gewi
hte wIEund wII haben ihrem inhibitoris
hen Charakter entspre
hend für alle |x − x′| negativeWerte, im Gegensatz dazu haben von Null vers
hiedene wEI und wEE grundsätzli
h po-sitive Werte. Damit entspri
ht (2.90) dem Dale's
hen Prinzip, daÿ kortikale Neuronenentweder auss
hlieÿli
h hemmend oder auss
hlieÿli
h erregend sind. Zur analytis
henVereinfa
hung werden die neuronalen Gewebes
hi
hten des Kortex vielfa
h mathema-tis
h als kontinuierli
h formuliert und die Summen dur
h Integrale ersetzt:
τE

dE(x)

dt
= −E(x) + ΘE

[∫

wEE(|x − x′|) · E(x′)dx′

−

∫

wIE(|x − x′|) · I(x′)dx′ + P (x)

]

τI
dI(x)

dt
= −I(x) + ΘI

[∫

wEI(|x − x′|) · E(x′)dx′

−

∫

wII(|x − x′|) · I(x′)dx′ + Q(x)

] (2.91)Im Rahmen dieser Darstellung spri
ht man von zwei neuronalen Feldern, weil die Zu-standsvariablen eine kontinuierli
he Indexmenge mit einer Topologie besitzen. DieseVereinfa
hung wird dur
h die hohe Neuronendi
hte im Kortex und die Annahme ge-re
htfertigt, daÿ die Neurone glei
hmäÿig verteilt sind. Die wij(x, x′) müssen beimÜbergang von der Summendarstellung zu Integralen mit der Di
htefunktion ρ(x) ander Stelle x und x′ multipliziert werden. Diese Summe von N Dira
-Distributionen87



Grundlagen und natürli
he Vorbilder
ρ(x) =

∑N
n=1 δ(x−xn), wobei xn den Ort des n-ten Neurons bezei
hnet, wird unter derAnnahme einer glei
hmäÿigen und kontinuierli
hen Verteilung zu ρ(x) = 1. Damit kanndie neuronale Aktivität dur
h eine oder wenige Integro-Di�erentialglei
hungen bes
hrie-ben und die We
hselwirkung dur
h Funktionen wij : R

+
0 −→ R

±
0 dargestellt werden.In Abhängigkeit von diesen Funktion können neben den dur
h we
hselseitige Erregungbedingten homogenen Lösungen globaler Aktivität oder globaler Inaktivität au
h ver-s
hiedene stabile Muster heterogener Aktivitätsverteilung infolge lateraler Hemmung(Abbildung 35) entstehen. Musterbildende We
hselwirkungen sind, wie bereits bei derTuring-Instabilität zu erkennen war, dur
h langrei
hweitige Hemmung und kurzrei
h-weitige Erregung gekennzei
hnet. Die lokale we
hselseitige Erregung kann dazu führen,daÿ dur
h zeitli
h bes
hränkte externe Stimuli hervorgerufene Aktivitätsmuster na
hderen Wegfall bestehen bleiben. Zeitli
he Verzögerungen ermögli
hen sogar eine Zunah-me der lokalen Erregung na
h Wegfall des Stimulus. Ebenso, wie bei den Systemenzweier Neurone, können aber au
h zyklis
he Attraktoren auftreten, wenn beispielsweisestationäre Lösungen, wie in (2.89), in linearer Näherung oszillatoris
he Instabilitätenaufweisen, denen ni
ht-lineare Komponenten entgegenwirken. In besonderen Fällen ent-stehen au
h laufende Wellen [WC73℄.Läÿt man die Unters
heidung zwis
hen exzitatoris
hen und inhibitoris
hen Neuronenformal fallen, so vereinfa
ht si
h (2.90) zu

τ
dv(x)

dt
= −v(x) + ΘS

(
∑

x′

w(x, x′) · v(x′) + θ(x)

)

. (2.92)Hemmung und Erregung werden dur
h das Vorzei
hen von w(x, x′) festgelegt, ΘS unddie Zeitkonstante τ sind jedo
h für alle Neurone identis
h. In glei
her Weise vereinfa
htsi
h (2.91) zu:
τ
dv(x)

dt
= −v(x) + ΘS

(∫

w(x, x′) · v(x′)dx′ + θ(x)

)

. (2.93)Der bisher formulierten neuronalen Dynamik liegt das aktivitätsbes
hreibende Modell(2.77) zugrunde, bei wel
hem die gewi
htete Summe präsynaptis
her Aktivität im Ar-gument der Sigmoidfunktion steht. Im spannungsbes
hreibenden Modell (2.76) haben dieZustandsvariablen ni
ht den Charakter von Feuerraten, sondern sind, wie in Anhangdes vorangegangenen Abs
hnitts erläutert, dur
h die gemittelten Membranpotentiale
u(x) der Neurone an der Stelle x gegeben42. Die Feuerrate wird in diesem Modell dur
h

Z(x) = ΘS[u(x)]42Der wesentli
he biophysikalis
he Unters
hied beider Modelle (Anhang ??) liegt darin, das jene dieZeitkonstante der Zellmembran τm = RC, diese die Zeitverzögerung bei der synaptis
hen Übertragungals verna
hlässigbar annehmen [DA01℄ [Er98℄. 88



2.5 Dynamis
he Modelle neuronaler Netzebes
hrieben. Das Membranpotential eines Neurons an der Stelle x ergibt si
h dannaus der gewi
hteten Summe präsynaptis
her Feuerraten ΘS[u(x′)] und einem externenStimulus I(x) gemäÿ:
τ
du(x)

dt
= −u(x) +

∑

x′ 6=x

w(x, x′) · ΘS[u(x′)] + I(x) (2.94)Dieses Modell ist eine spezielle Variante des Cohen-Grossberg-Modells [CG83℄ und wirdoftmals als Hop�eld-Modell bezei
hnet, obglei
h letzteres in seinem ursprüngli
hen Zu-sammenhang eine diskrete Indexmenge besitzt und erstmals zeitdiskret formuliert wur-de [Ho82℄. In der kontinuierli
hen Darstellung als neuronales Feld lautet (2.94):
τ
du(x)

dt
= −u(x) +

∫

w(x, x′) · ΘS[u(x′)]dx′ + I(x) (2.95)Modelle kortikaler Netzwerke zeigen das glei
he dynamis
he Verhalten unabhängigdavon, ob ihnen ein Neuronenmodell wie in (2.92) oder wie in (2.94) zugrundeliegt.Im Rahmen beider Bes
hreibungsvarianten sind, abhängig von der We
hselwirkung
w(x, x′), globale Aktivität, globale Inaktivität oder diverse stabile Muster lokaler Ak-tivität zu beoba
hten. Die stationären Zustände des Systems (2.94) und deren Stabili-tätseigens
haften können, wie in [QP03℄ gezeigt, auf das System (2.92) abgebildet wer-den. Grundlegende dynamis
he Unters
hiede werden jedo
h dur
h eine Veränderungder We
hselwirkung erzielt. Beim Übergang von Systemen mit vers
hiedenen Neuro-nentypen, wie das dur
h (2.90) bes
hriebene, zu Systemen mit einem einzelnen Neu-ronentyp, wie in (2.92) oder (2.94), ist die We
hselwirkung entspre
hend anzupassen.Erstgenannte werden oftmals als mehrs
hi
htige Modelle, letztere als eins
hi
htige Mo-delle bezei
hnet. Geht man bei einem eins
hi
htigen Modell von einer symmetris
henWe
hselwirkung

w(x, x′) = w(x′, x) (2.96)aus, so hat dies wesentli
he Auswirkungen auf die dynamis
he Charakteristik. Na
hdem Cohen-Grossberg-Theorem [CG83℄ werden damit Grenzzyklen und Zentren ausge-s
hlossen, da ein sol
hes System auss
hlieÿli
h asymptotis
h stabile oder ni
ht stabileFixpunkte besitzen kann (Anhang ??). Diese Systemeigens
haft ma
ht symmetris
heWe
hselwirkungen stets attraktiv, wenn ein stabiles System zu konstruieren ist und Os-zillationen oder 
haotis
hes Verhalten ausges
hlossen werden soll. Symmetris
he We
h-selwirkungen werden daher au
h in eins
hi
htigen Netzwerkmodellen häu�g verwendet,obglei
h sie in sol
hen gegen das Dale's
he Prinzip verstoÿen, sobald sowohl hemmendeals au
h erregende Neurone existieren: Ist ein exzitatoris
hes Neuron E(x) mit eineminhibitoris
hen Neuron I(x′) gekoppelt, so müssen w(x, x′) und w(x′, x) unters
hiedli
heVorzei
hen haben, was im Widerspru
h zu (2.96) steht. In den dur
h (2.79) und (2.81)bes
hriebenen Systemen zweier Neurone liegt eine symmetris
he We
hselwirkung vor.Wie Ermentrout in [Er95℄ zeigt, erlauben Systeme zweier Neurone bei we
hselseitiger89



Grundlagen und natürli
he VorbilderErregung oder we
hselseitiger Hemmung generell keine anderen Attraktoren als Fix-punkte, au
h wenn die We
hselwirkung, abgesehen vom Vorzei
hen, ni
ht symmetris
hist.

Abbildung 35: Symmetris
he We
hselwirkungsfunktionen mit lateraler Hemmung (links)und lateraler Erregung (re
hts) dur
h die Di�erenz zweier Gauÿfunktionen bes
hrieben.2.5.3 Neuronale Felder mit symmetris
her We
hselwirkungEine Stabilitätsanalyse eindimensionaler kortikaler S
hi
hten mit symmetris
her We
h-selwirkung ist in dem Modell von Amari relativ einfa
h [Ama77℄. In diesem werdendie neuronalen Gewebes
hi
hten des Kortex mathematis
h wie in (2.95) als neuronaleFelder bes
hrieben, wel
he Erregungsmuster ausbilden und weiterleiten können. Derexterne Stimulus wird um eine konstante globale Hemmung −r ergänzt, wel
he demnegativen Ruhepotential der Neurone entspri
ht. Zerlegt man den externen Stimulusgemäÿ I(x, t) = s+s(x, t) in einen räumli
h und zeitli
h konstanten mittleren Stimulus
s und eine zeitabhängige, lokale Abwei
hung s(x, t) davon, so kann eine globale undzeitunabhängige Konstante h = s − r de�niert werden. Damit lautet das dynamis
heSystem für eine si
h aus nur einem einzigen Neuronentyp konstituierende, eindimensio-nale kortikale S
hi
ht

τ
∂u(x, t)

∂t
= −u(x, t) +

∫

w(x, x′) · ΘH [u(x′, t)]dx′ + h + s(x, t) (2.97)Diese Darstellung bes
hreibt ein eindimensionales neuronales Feld. Das Feld wird inAmaris Modell als homogen und isotrop modelliert, weshalb für die We
hselwirkungs-funktion au
h dort w(x, x′) = w(|x − x′|) gilt. Darüberhinaus hat diese einen lateralinhibitoris
hen Charakter (Abbildung 35, links), wel
her beispielsweise dur
h die Dif-ferenz zweier Gauÿfunktionen (A.25)
w(x) = a1 · e

−(x/σ1)2 − a2 · e
−(x/σ2)2 (2.98)90



2.5 Dynamis
he Modelle neuronaler Netzedargestellt werden kann. Dazu muÿ die negativ-wertige Gauÿfunktion breiter und �a
hersein, d.h.
σ1 < σ1

a1 > a2 (2.99)für a1, a2 > 0 (Abbildung 41). Der Einfa
hheit halber wird ΘH(s) als Stufenfunktionangenommen.Stationäre LösungenDie stationären Lösungen ∂u(x,t)
∂t

= 0 von (2.97) sind in Abwesenheit äuÿerer Stimuli
s(x, t) = 0 dur
h

u(x) =

∫

w(|x − x′|) · ΘH [u(x)]dx′ + hgegeben und können in 3 vers
hiedene Klassen eingeteilt werden:
• Homogene Lösungen: ∅-Lösung (globale Inaktivität) oder ∞-Lösung (globale Ak-tivität)
• a-Lösung (erregtes Intervall der Länge a)
• (a, b)-Lösung (mehrere erregte Intervalle der Länge a mit der Periode b)De�niert man

W (x) =

∫ x

0

w(x′)dx′und Wm als das Maximum von W , sowie W∞ = W (∞), so ist das Verhalten des Sy-stems allein von den Relationen zwis
hen Wm, W∞ und h abhängig: Wie in [Ama77℄erläutert, sind die Lösungen des Systems dur
h 3 Fälle klassi�zierbar.
2W∞ > Wm:

h < −2W∞ ⇒ {∅}

−2W∞ < h < −Wm ⇒ {∅,∞}

−Wm < h < −W∞ ⇒ {∅, a1, a2,∞}

−W∞ < h < 0 ⇒ {∅, a,∞}

0 < h ⇒ {∞}

Wm > 2W∞ > 0:
h < −Wm ⇒ {∅}

−Wm < h < −W∞ ⇒ {∅, a1, a2}

−2W∞ < h < −W∞ ⇒ {∅, a1, a2,∞}91



Grundlagen und natürli
he Vorbilder
−Wm < h < 0 ⇒ {∅, a,∞}

0 < h ⇒ {∞}

W∞ < 0:
h < −Wm ⇒ {∅}

−Wm < h < 0 ⇒ {∅, a1, a2}

0 < h < −2W∞ ⇒ {(a, b)}

−2W∞ < h ⇒ {∞}

Abbildung 36: Drei mögli
he Fälle in Abhängigkeit von W (x): 2W∞ > Wm (oben),
Wm > 2W∞ > 0 (Mitte) und W∞ < 0 (unten). Die obere gestri
helte Linie kennzei
hnetin allen drei Graphen Wm, die untere jeweils W∞.Wegen der Homogenität der We
hselwirkung ist, wenn u(x) eine stationäre Lösung ist,ebenso u(x − a) eine stationäre Lösung. Ohne Eins
hränkung der Allgemeinheit kanndaher bei einer a-Lösung angenommen werden, daÿ die Erregung im Intervall von 0 bisa lokalisiert ist. Für eine a-Lösung gilt dann

W (a) + h = 0 (2.100)und diese ist genau dann stabil (Anhang 2.5.3), wenn dW
da

< 0 oder
w(a) < 0. (2.101)92



2.5 Dynamis
he Modelle neuronaler NetzeDie Lösungen {∅, a,∞} sind bistabil, sodaÿ initial erregte Intervalle si
h zu einer glo-balen Aktivität ausdehnen, falls ihre Ausdehnung gröÿer als a ist, und zur globalenInaktivität s
hrumpfen, falls ihre Ausdehnung kleiner als a ist. Ebenso sind die Lösun-gen {∅, a1, a2,∞} bistabil, sodaÿ unter der Annahme a1 < a2 eine initiale Erregung miteiner Länge kleiner als a1 zu einer ∅-Lösung s
hwindet und eine initiale Erregung miteiner Länge gröÿer als a1 zu einer a2-Lösung konvergiert.
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Grundlagen und natürli
he VorbilderReaktion auf äuÿere StimuliEin äuÿerer Stimulus s(x) wird, wenn er im Verglei
h zur we
hselseitigen Hemmung undErregung der Neurone groÿ ist, die Lösung der Glei
hung (2.97) völlig dominieren. DerE�ekt relativ s
hwa
her Stimuli ǫs(x), mit einem kleinen ǫ > 0, bewirkt eine räumli
heVers
hiebung des angeregten Intervalls in Ri
htung des stärksten Stimulus maxx∈Rs(x),ähnli
h wie bei der dur
h (2.82) bes
hriebenen Ents
heidungsdynamik zweier Neurone.An der Stelle des stärksten Stimulus bleibt die Aktivität infolge lokaler Selbsterregungbei einer stabilen a-Lösung au
h na
h dem Wegfallen äuÿerer Stimuli bestehen, wasvielfa
h als Modell für ein Kurzzeitgedä
htnis aufgefaÿt wird. Dies hat eine Analogie zudem System (2.79) zweier si
h we
hselseitig erregender Neurone, wel
hes, wenn es dur
heinen kurzzeitigen äuÿeren Stimulus in den aktiven Zustand versetzt wird, in diesemstabilen Fixpunkt längerfristig verharrt43.Das neuronale Feld ist somit kein bloÿer Reaktionsme
hanismus auf stimulierende sen-soris
he Signale, sondern verhält si
h au
h in Abhängigkeit gespei
herter interner Zu-stände. Wenn infolge eines vorangegangenen kurzzeitigen Stimulus der Berei
h von −abis 0 angeregt ist und ein externer Stimulus eine weitere Anregung in der Umgebung von
x erzeugt, so wird diese Erregung von dem zuvor erregten Intervall (−a, 0) beein�uÿt.Letzteres wirkt selbst wie ein Stimulus

s̃(x) =

∫ 0

−a

w(x − x′)dx′ =

∫ x+a

x

w(x′)dx′auf ein ans
hlieÿend erregtes Intervall in der Umgebung von x ein und versetzt diesesin Ri
htung auf maxx∈Rs̃(x) in Bewegung. Die glei
he Wirkung hat das später erregtIntervall auf das zuvor erregte Intervall. Ist der Abstand zwis
hen beiden Intervallengeringer als minx∈Rw(x), so bewegen si
h beide aufeinander zu, anderenfalls bewegensi
h beide solange voneinander weg, bis sie si
h auÿerhalb der Rei
hweite von w(x) desjeweils anderen Intervalls be�nden.Das Konzept des neuronalen Feldes wird in [ES02℄ zur Bes
hreibung von Bewegungspla-nung in Nervensystemen verwandt und ist in der Lage experimentelle Befunde bezügli
hReaktionszeiten zu erklären. In seiner Verallgemeinerung als dynamis
hes Feld kannes darüberhinaus zur Bes
hreibung und beim Entwurf künstli
her Systeme eingesetztwerden, wie beispielsweise in der autonomen Robotik [SDE95℄ [MS00℄ mit Verhalten-variablen als Indexmenge.
43In der Regel sorgen adaptive Prozesse im Nervensystem jedo
h dafür, daÿ das System mit der Zeitvon si
h aus in den inaktiven Zustand zurü
kfallen wird.94



2.5 Dynamis
he Modelle neuronaler Netze

Abbildung 37: Zeitli
her Verlauf des dynamis
hen Feldes von Amari mit zwei initialgeringfügig erregten Intervallen um 80 und 120 und einem kurzzeitigen Stimulus bei120 (unten). Im oberen Graphen sind dur
h dünne Linien der Stimulus selbst und dasdynamis
he Feld zum Zeitpunkt der Terminierung des externen Stimulus eingezei
hnet,wel
her von 100 bis 600 auf der Zeitskala anhielt. Die di
ke Linie zeigt das dynami-s
he Feld zum Zeitpunkt 1000. Der vorangegangene Stimulus wurde demna
h im Feldgespei
hert.
95



Grundlagen und natürli
he VorbilderAnhang: Stationäre Lösungen des dynamis
hen Feldes von AmariOhne einen äuÿeren Stimulus haben stationäre Zustände des eindimensionalen dyna-mis
hen Feldes
τ
∂u(x, t)

∂t
= −u(x, t) +

∫

w(|x − x′|) · ΘH [u(x′, t)]dx′ + h + s(x, t) (2.102)die Potentialverteilung
u(x) =

∫

w(|x − x′|) · ΘH [u(x′)]dx′ + h. (2.103)Hierbei sind die Neurone an der Stelle x genau dann als erregt de�niert, wenn u(x) > 0.Die erregte Region des Feldes ist damit dur
h
R[u] = {x |u(x) > 0}gegeben, und (2.103) kann als Integral über jene Region formuliert werden:

u(x) =

∫

R[u]

w(|x − x′|)dx′ + h (2.104)Dies ist mögli
h, weil für die Stufenfunktion ΘH(s ≤ 0) = 0 und ΘH(s > 0) = 1 gilt.Weiter sei
W (x) =

∫ x

0

w(y)dyund Wm = maxx>0W (x), sowie W∞ = W (∞).Für eine ∅-Lösung mit R[u] = ∅ folgt aus (2.104), daÿ u(x) = h und h < 0, was ande-rerseits stets eine Lösung von von (2.104) ist. Für eine ∞-Lösung mit R[u] = (−∞,∞)folgt entspre
hend u(x) =
∫∞

−∞
w(|x − x′|)dx′ + h = 2W∞ + h, sodaÿ für u(x) > 0,was einer Erregung entspri
ht, 2W∞ > −h zu fordern ist. Andererseits existiert für

u(x) = 2W∞ + h stets eine ∞-Lösung, wenn 2W∞ > −h ist.Existiert eine a-Lösung, so kann die Erregung wegen der Homogenität des Feldes oh-ne Eins
hränkung der Allgemeinheit als im Berei
h von 0 bis a liegend angenommenwerden, sodaÿ R[u] = (0, a). Dann ist na
h (2.104) u(x) =
∫ a

0
w(x − x′)dx′ + h =

∫ a−x

−x
w(x′)dx′+h = W (a−x)−W (−x)+h = W (x)−W (x−a)+h. Na
h der De�nitionder a-Lösung muÿ diese u(0) = u(a) = 0 erfüllen. Da W (0) = 0 und W (−x) = −W (x)folgt W (a) = −h.Die Bedingung für die Existenz einer a-Lösung kann am Graphen von W (x) veran-s
hauli
ht werden (Abbildung 38), indem man die S
hnittpunkte W (a) = −h betra
h-tet. Ebenso ist die Stabilität einer a-Lösung anhand dieser S
hnittpunkte zu erkennen:Die a-Lösung ist stabil, wenn W (x) an der Stelle a fällt

dW (x)

dx

∣
∣
∣
∣
x=a

< 096



2.5 Dynamis
he Modelle neuronaler Netzeund instabil, wenn W (x) an der Stelle a steigt
dW (x)

dx

∣
∣
∣
∣
x=a

> 0.Der Grund für dieses Stabilitätskriterium beruht auf der Idee, das dynamis
he Ver-

Abbildung 38: Im Falle von Wm > 2W∞ > 0 gibt es zwei mögli
he a-Lösungen inAbhängigkeit von h. Oben: Instabile a-Lösung für −Wm < h < 0. An der Stelle a steigtder Graph. Unten: Zwei a-Lösungen für −Wm < h < −W∞. An der Stelle a1 steigt derGraph und die a1-Lösung ist instabil. An der Stelle a2 fällt der Graph hingegen und die
a2-Lösung ist stabil.halten des erregten Intervalls allein an den Intervallgrenzen x1(t) und x2(t) zu unter-su
hen. Dort sind zum Zeitpunkt t die Gradienten c1 = ∂u(x1,t)

∂x
und c2 = −∂u(x2,t)

∂x
,wenn das erregte Intervall zu diesem Zeitpunkt dur
h R[u(x, t)] = (x1(t), x2(t)) gege-ben ist. Falls der Zustand zum Zeitpunkt t ni
ht stationär ist, so ändert si
h u(x, t)na
h einer kurzen Zeit dt zu u(x, t + dt), wobei das erregte Intervall entspre
hend in

R[u(x, t + dt)] = (x1(t + dt), x2(t + dt)) übergeht.Zum Zeitpunkt t ist an den Intervallgrenzen
u(xi, t) = 0und zum Zeitpunkt t + dt ist

u(xi + dxi, t + dt) = 0,97



Grundlagen und natürli
he Vorbilderwobei xi(t + dt) = xi + dxi mit i = 1, 2. Für in�nitesimale dxi und dt gilt die lineareNäherung:
0 = u(xi + dxi, t + dt) ≈

∂u(xi, t)

∂x
dxi +

∂u(xi, t)

∂t
dtIm ersten Summanden stehen die Gradienten ci . Aus (2.102) läÿt si
h, da u(xi, t) = 0für den zweiten Summanden s
hlieÿen:

τ
∂u(xi, t)

∂t
=

∫ x2(t)

x1(t)

w(|x − x′|) · dx′ + h = W (x2 − x1) + hZusammengefaÿt erhält man
dx1

dt
= −

∂u
∂t
∂u
∂x

= −
1

τc1
[W (x2 − x1) + h] (2.105)und analog

dx2

dt
= +

1

τc2

[W (x2 − x1) + h] (2.106)als Ges
hwindigkeit der Grenzen des erregten Intervalls. Das zeitli
he Verhalten derIntervallänge wird dur
h
a(t) = x2(t) − x1(t)bes
hrieben und ändert si
h na
h (2.105) und (2.106) mit der Zeit wie folgt:

da

dt
=

1

τ

(
1

c1
+

1

c2

)

[W (a) + h] (2.107)Somit kann die Dynamik der Ausdehnung des erregten Intervalls dur
h eine einfa
heDi�erentialglei
hung bes
hrieben werden. Dieses System be�ndet si
h mit [W (a)+h] =
0 in einem stationären Zustand a∗. Sei η = a−a∗ eine kleine Auslenkung vom stationärenZustand, so ist

d

dt
η =

da

dt
≈

1

τ

(
1

c1

+
1

c2

)
W (a)

da

∣
∣
∣
∣
a∗

· ηund die a-Lösung stabil, falls W (a)
da

∣
∣
∣
a∗

< 0, da c1 als au
h c2 =

!
︷︸︸︷
− ∂u(x2,t)

∂x
positiv sind,d.h. die Auslenkung fällt exponentiell auf Null zurü
k.
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