Alexander Sinsel: Organic Computing (Seminar WS 06/07)

B Anhang zur linearen Dynamik

Die Dynamik beschreibt mathematisch die zetli che Entwicklung vonSystemen. Ihre histori-
schen Wurzdn hat sie in der Newtonschen Medhanik. Dort wird die rédumli che Bewegungei-
nes Gegenstandes durch die zetli che Entwicklungseiner Ortskoordinaten mit x (t) beschrie-
ben. Ein Mal3fur die Bewegungist die Geschwindigkeit, mit der sich etwas bewegt. Wennein
Gegenstandin einer Zeitspanne t = t; to die andimensional beschreibbare Wegstrede

X = X1 Xg vom Ort Xg = X(tg) zum Ort x; = X(t;) in geradliniger und deichférmi-
ger Bewegungzuricklegt, so wird seine Geschwindigkeit v innerhalb dieser Zeitspanne ds
v = —% de niert. Die aif diese Weise de nierte Geschwindigkeit setzt die De nition von
Stredken x und Zeitspannen t voraus. Gleichférmige Bewegung kedeutet, dal3 de Ge-
schwindigkeit zu jedem Zeitpunkt innerhalb der Zeitspanne t = t; to diegleicheist. Nun
ist aber zu einemin nitesimalen Zeitpunk keine Bewegungerkennkber. Photographien halten
eine Situation (im Idedfall) zu einem bestimmten Zeitpunk fest, undall e Objekte e'scheinen
asruhend. Dennach kann de Geschwindigkeit de niert werden, indem eine gleichférmige
Bewegungin ausgedehnten Zeiti ntervallen und ncht zu solchenin nitesimalen Zeitpunken
beobadtet wird. Andersist es mit einer undeichformigen Bewegung bei welcher sich die
Geschwindigkeit kontinuierlich verandert. Dies bedeutet ndmlich, dal? de Geschwindigkeit
in jedem noch so kleinen Zeitintervall t variieren kann, und man fur diesen Fall nur eine
mittlere Geschwindigkeit v = — aus der Betrachtung ausgedehnter Zeitintervalle ehélt.
L&R’t man diese Zeitintervalle t jedoch immer keiner werden, so ergibt sich ein Grenzwert
fur die Geschwindigkeit v(t;) zum Zeitpunk t;:

X(t)  x(to) _ o

t1 1o dt (B.1)

V(tl) = “mto! t1
t1

Diesist die aus der Schumathematik bekannte De nition der Ableitung vonx(t) nach t an
der Stellet,. Sielaldt sich fur jeden beliebigen Zeitpunkt t formuli eren:

x(t)  x(to)
t to

v(t) = limy o lim o, SO XE Do g
t dt

Somit erhdlt man die dlgemeine De nition der Ableitung vonx nach t. Sie besagt, wie

sich eine Grof¥e x, hier der Aufenthaltsort, quantitativ mit der Zeit verandert. Es s noch

angemerkt, dal3 de Ableitung nu dann de niert ist, wenn der Grenzwert eindeutig bestimmt

ist, d.h. wennredchtssitiger undlinks<eitiger Grenzwert identisch sind:

x(t)  x(t t)
t

x(t+ 1) x(1).

lim t1 o = lim th o (BS)

In vielen seiner Paradoxien geht Zenon davon aus, dafd der Grenzwert lim ¢, tw = % = 0=
(Abschnitt 2.3.1). Die Division duch Null i st jedoch mathematisch nicht de niert. Im konkreten Fall
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ist darum der Ausdruck hinter dem Limes derart umzuformen, dal? der Nenner nach der Grenzwert-
bildung richt Null wird. Beispielsweise geschieht dies fiir x(t) = t2 wiefolgt:

XO x(o) _ (02 ()
t 1o ! 1T

_ t to) (t+to) _ ..
= dimyy (0 TR i s tg)

t to
= 2t

Der Grenzwert kann erst am Ende der zweiten Zeile gezogen werden. Dann ergibt sich jedoch nicht
Null, sondern die endliche Grole v(t) = 2t, entsprechend der Potenzregel fir Ableitungen.

v(t) = limgy, ¢

Allgemein wird die zatliche Veranderung einer beliebigen Zustandsvariable x;(t) in der
Dynamik durch %xi(t) beschrieben. Da die Dynamik die Veranderung von Systemen mit
der Zeit zum Gegenstand het, nden sich in der dynamischen Beschrelbung vonSystemen
typischerweise Funktionen x;(t) und deren Zeitableitungen %xi wieder. Die entsprechen-
den Gleichungen werden als Differentialgleichungen bezechnet. Die Zustandsvariablen x; (t)
mit i = 1; ::;;n beschreiben dabei den Systemzustand, welcher auch als Zustandsvekor
X(t) = (xa(t); 255 Xn(t)) dargestellt werden kann; entsprechend stellt 3x(t) = (Sxq(t);
g %xn(t)) dessen Anderungen zum Zeitpunk t dar. Hervorzuheben sindin diesem Zusam-
menhang de station&ren Punkte eines Systems, bei denen die Zeitableitung all er Zustands-
variablen Null ist. An einem stationdren Punkt x = (xq; X»; :i; X,) ahgekommen nden in
einem System keine Veranderungen mehr statt, d.h. $x . = 0.Das System verharrt in sol-
chen station&en Zustanden.

Eine Besonderheit sind zeitdiskrete oder getaktete Systeme. Sie werden durch Differenzengleichungen — =
f (x) anstelle von Diff erentialgleichungen beschrieben. Dabei wird im Ausdruck auf der rechten Seite von (B.3)
nicht der Grenzwert gezogen, sondern t der Taktperiode entsprechend gesetzt:

X _ t+ t t)  _
— = X 0 xM = f[x(1)] t o+ x(t)

x()+ x=  x(t+ t) x(t) + f[x(t)] t
Xn+1 =Xp+f(xn) t

Dielterationsvorschriftin der letzten Zeil e e@gibt sich durch Gleichsetzen vonx, .« 1 = x(t+ t) undx, = x(t).

Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung

Differentialgleichungen (DGL) sind Gleichungen, in denen Funktionen x(t) undihre Ablei-
tungen ?T)t( ‘(’fT;( ‘(’fT;‘ ... vorkommen, welche im Falle gewohnlicher Differentialgleichungen
allesamt Ableitungen nadh ein und cerselben Veranderlichen sind. Da in der Dynamik die
zdtli che Entwicklung von Systemen urtersucht wird, handelt es gch dart im allgemeinen
um Zeitableitungen. Die hichste Ableitung kestimmt die Ordnungder Differentialgleichung
Unter einer expliziten gewohnichen Differentialgleichung nter Ordnung \ersteht man ei-
ne Gleichung der Form f,:—nx =f (‘(’j:n—lf; X, t): Eine explizite Diff erentialgleichungerster
Ordnungist

ax _ L
i f(x;1): (B.4)
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B Anhang zur linearen Dynamik

Die zatli che Veranderung der Grole x ist durch die Funktionf (x;t) gegeben. Istf (x;t) eine
in x lineae Funktion, von der Form

3_); = f(x;t) = a(t) x+ b(t); (B.9)

so liegt der Spezalfall einer linearen Differentialgleichung va. Wenn %a = 0, aso a nicht
von der Zeit abhangt, nennt man die Differentialgleichung linea mit konstanten Koef zi-
enten. Wenn $a = &b = 0, also a und b beide nicht von der Zeit abhangen, und darum
f (x;t) = f (x) ist, bezechnet man die lineae Diff erential gleichungzudem alsautonam. Die
lineare Diff erentialgleichung(B.5) wird fir b(t) = 0 ashomogen undfir b(t) 6 0 asinho
mogen bezechnet. Homogene lineae Diff erentialgleichungen sind solche, welche keine von
der Zustandsvariablen x unabhéngigen additiven Terme beinhalten. Homogene, lineae Dif-
ferentialgleichungen mit konstanten Koef zienten sind zwangsléau g autonom. Eine solche
ergibt sich aus (B.5) mit a(t) = aundhb(t) = Ozu
dx

ey fx:t)=f(x)=a x: (B.6)

Eine Losunglautet in diesem Falle
Xs(t) = e*'; (B.7)

wie man leicht Uberprifen kann, indem man die Ableitung % = a €' bildet und dese
zusammen mit xs(t) = €*' in die Differentialgleichung(B.6) einsetzt. Die Exporentiafunk-
tion hat die besondere Eigenschaft, dal3 ihre Ableitungwieder eine Exporentialfunktionist:
d(e) = €. Nach der Kettenregel ist dann &= = a €', wasin die Differentialgleichung
eingesetzt die offensichtlich gtitige, einfache Gleichunga €*' = a (€*!) ergibt. Wie man
ebenfall s durch Einsetzen tberprifen kann, ist auch

Xnom(t) = k €' (B.8)

fur (B.6) eine Loésung dadxd% =k a eét=a (k e). Wel diesfir beliebigek 2 R
gilt, gibt es unendlich viele Losungen. Man nennt (B.8) die allgemeine Lsung und (B.7)
eine spezielle Losung der homogenen Differentialgleichung (B.6), die sich fur k=1 aus der
algemeinen Losungergibt. Die Menge L aler spezellen Losungen einer homogenen, linea
ren Differentialgleichungist ein Viekorraunr?, d.h. sind x;(t) undx,(t) zwei verschiedene
spezelle Losungen fur (B.6), soist fir beliebige ; 2 R auch

xy(t) +  Xo(t) (B.9)

einespezelleLdsungfir (B.6). Einespezell e Losungerhalt man aus der al gemeinen Losung
oftmals aufgrund einer sogenannten Anfangsbedingung Fordert eine konkrete Begebenheit
von dem dynamischen Modell beispielsweise, dal3 x zum Zeitpunk t = 0 den Wert x haben

51Der Losungsraum ist ein Untervektorraum der stetig diff erenzierbaren Funktionen C1(R):
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soll, soist wegen xs(0) = k €20 = k = x, diespedelle Losungxs(t) = xo €.

Fir a > 0 beschreibt die Losungsfunktion (B.8) ein exporentielles Wachstum. Hau g ndet
man in der Natur Prozesse, die durch einen exporentiell en Zerfall beschrieben werden. Dann
ista < 0. In solchen Fallen setzt man (idicherweisea = % und rennt ¢ die Zerfall skon
stanteund die Zeitkonstante, daihre Einheit eine Zeiteinheit (bei spielsweise Milli sekunde)
ist.

Die d@nfachsten Differentialgleichungen erster Ordnungsind solche mit getrennten Veranderlichen

in der Produkform: d
X
i h(t) f(x):

Multi plikation mit dt undDivision duch f (x) fuhrt bei Null stellenfreiheit vonf (x) zur Trennung ar

Verénderlichen durch das Gleichheitsze chen: ﬁdx = h(t)dt. Beidseitige Integration ergibt

‘ idx = ‘ h(t)dt
f(x)
asLosung ImFalevon(B.6) istf (x) = a x undh(t) = 1. Somit folgt als Lésung
‘ idx: } Inja xj+ ¢ = ‘ ldt=t+ ¢,
a x a

) Inja xj=a (t+c <)
) a x= eat eacz acy

oder x = k €', wiein (B.8), mit einem beliebigen Koef zientenk = % g2 act

Ein weiteres Beispiel fur eine lineae Diff erentialgleichungerster Ordnungist die inhamoge-
ne lineae Differentialgleichung

X =0+ o ®10
bei der f (x) wieder eine lineae Funktion vonx ist. Da hier noch ein additiver Term, ndm-
lich die sogenannte Stérfunktion g(t), hinzu kommt, die vollig urabhangig von xist, ist sie
inhamogen. Sel wieder f (x;t) = f(x) = a X, sodal’3 mit
dx
— = + B.11
=@ X+ (B.11)
eineinhamogenelineae Diff erentialgleichungmit konstanten Koef zenten vorli egt. Die Dif-
ferenz zweier spezeller LGsungen Xs, undxs, einer inhamogenen lineaen Differentialglei-
chungist eine Lésung der entsprechenden hamogenen Diﬂ‘erentialgleichungé’—t(xSl Xs,) =
a(xs, Xs,): Eine dlgemeine Losungfir inhamogene lineae Diff erentialgleichungen ergibt
sich darum aus der allgemeinen Losung cer homogenen Differentialgleichung duch Additi -
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B Anhang zur linearen Dynamik

or? einer spezellen LosungXxs(t) = c(t) ! der inhcmogenen Differentialgleichung
Xinn(t) = K 871+ F(t){ (B.12)
Xhom (1) xs(t)

Der Losungsansatz wird als Variation der Konstante ¢ = c(t) bezeachnet. Durch Auf nden
einer entsprechenden Funktion ¢(t) ergibt sich die dlgemeine Lésung Daau setzt man den
Ansatz in dieinhamogene Differentialgleichung(B.11) ein underhalt mit der Kettenregel

dl — at at 4 dc(t) t — at at
e k a € +i:(t) a € {z at e""} Fk € +{Zc(t) € ?+g(t)
S(en) ent) e
= k a é'+c(t) a e+ g(t):?? (B.13)
Kirzt man auf beiden Seitenk a €*'+ c(t) a €e*!, so bleibt noch
de(t) a¢ _ at
gt et = g(t) e
de(t) _  a¢ :
e e o(t):
Anschlieffende Integration fuhrt auf:
Zt
ct)= e 2" gt9dt (B.14)
0

Damit lautet die allgemeine Lésungeiner inhamogenen linearen Differentialgleichungerster
Ordnungmit konstanten Koef zienten:
Z t
Xinn(1) = k €t + ! e 2 g(t9dt°
z, °
k '+ et gtdt (B.15)

0

Dain der Losungsfunktion Uker all e vergangene Zeitpunke vont® = 0 bis zum gegenwar-
tigen Zeitpunk t° = t Gber g(t9 integriert wird, hangt die Lésung von dr vergangenen
Entwicklung der Storfunktion ab. Bei Zerfalsprozessen (a < 0) bewirkt die exporentiel-
le Gewichtungim Integral, dai je weiter in der Zeit zuriickgeschritten wird, die Werte der
Storfunktionimmer geringfligiger in die Losungeingehen, also g(t) nur kurzzetig nachwirkt
(Hysterese). Fur Wadchstumsprozess (a > 0) sind de Auswirkungen der Storfunktion um so
starker gewichtet, je friher siein der Zeit stattgefunden haben (Zinseszinseff ekt). Wiein der
zweiten Zeil e von (B.15) deutlich zu erkennen ist, ergibt sich die Losungaus der Faltung cer
Storfunktiong(t) mit einer fiir a > 0 steigenden undfiir a < 0 fallenden Exporentialfunktion
zu
Xinn(t) = k €'+ g(t) e*":

52Die Menge dler Losungen, der Lésungsraum, ist hier ein eindimensionaler af n er Raum, im Gegensatz
zum Losungsraum der homogenen lineaen DGL also kein Vektorraum mehr.
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| Typ der lineaen Differentialgleichung | Allgemeine Lsung

homogen, mit konstanten Koef zienten:
dx _ Xnom (1) = k €'
a f(x)=a x
Vektorraum
inhomogen, mit konstanten
Koef zienten:
Xinh(t) = k eaét
at ato 0
Z—’t(:f(x)+g(t):ax+g t € Oe g(t) dt
af ner Raum
homogen:
Kk Ra(t)dt
t) =
z—’t‘ = f(xt) = a(t) x Xnom(t) = ke
Vektorraum
inhamogen: .
Xinn() = k e 2%

dx R Z t R0 o

&= TG0+ g0 = a®) x+ g Foett e O gyt
af ner Raum

Tabelle 2: Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung Die Losungen in der er-
sten und ditten Zeile stellen Vekorraume gemal (B.9) dar. Im Redlen sind ihre
Losungsraume L = fx(t)=k €'jk2Rg baw. L = x(t)=k e a0 k2 R |
dh. (x2L; x22L) ) ( xy()+ xp(t)2L)8 ; 2 R. Die LOsun
gen in der gweiten und vierten Zeile bilden ginen sogenanggen afnen Raum:
L = x() =k '+ jk2R;, =&t  ea’ g(t%dtc;) baw, L =

n R R R R . _ _

x(t)=k e W&+ K2R, =ea®d 1o O gQqi® . Fur sie trifft
(B.9) nicht zu. Es 9nd dfensichtlich die easte und de zweite Losung Sgzalfalle der dritten
undvierten Losungfur a(t) = a = const.
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B Anhang zur linearen Dynamik

Lineare Differentialgleichungss/steme awveiter Ordnung

Differentialgleichungss/steme von nDifferentiagleichungen erster Ordnungwerden als Sy-
steme n-ter Ordnung lezechnet. Eine lineae Differentiadgleichung nter Ordnunglaf3t sich
as lineaes System n-ter Ordnung drstellen. Lineae Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung kénen demnad as lineae Systeme aweiter Ordnungaufgefaldt werden.

Eine lineae Differentidgleichung zweiter Ordnungist beispielsweise die Differentialgleichung fir
das aus der Schulphysik bekannte gedémpfte harmonische Pendel:

d?x dx

iz = r dt D x (B.16)
oder @ g

W)Z(H d—)t(+D Xx=0 (B.17)

Dabel sind m (Mas des Pendels), D (Federkonstante) undr (Reibungskoef zient) konstante Koef -
Zienten. HierfUr existiert analog zu (B.8) der Ldsungsansatz:

x=k e

Einsetzen des Ansatzes in die DGL ergibt die sogenannte charakteristische Gleichung
2e'+rk e'+D ke' = 0,
m ?+r +D = 0 (B.18)
| —
Fur diese quadratische Gleichung dbt esim allgemeinen zwei Losungen 1. = %,dieje—
weilseiner spezellen Losung cer Differentialgleichungentsprechen. Ist 1 6  ,, soist dieallgemeine
LOsung

m k

Xallg = ki etl+ ko e2! (B.19)

Fiir den Fall, daRr? < 4mD, wird die Lésung kanplex und cer Redteil beschreibt eine gedampfte
Osill ation (Schwingfall). Ist die Reibung hinreichend goRR r? > 4mD, so verhindert sie @ne Oszil -
lation, und de Lésungist rein redl, namlich eine abfallende Exporentialfunktion (Kriedhfall). Fir den
aperiodischen Grenzfall, der durch 1 = ;= 5T charakterisiert ist, lautet die dlgemeine Losung

Wie man durch Einsetzen Gberpriiffen kann, istx = k t e ! ebenfalls eine Lsungfiir (B.17).

Die Normalform

Um eine lineae Differentialgleichung zweiter Ordnungalf(ng‘ + az‘é—’t‘ + azXx+ a4 = 0in
Form zweier lineaer Differentialgleichungen erster Ordnung drzustellen, fihrt man eine
neue Funktion y(t) ein undsetzt diese gleich mit der ersten Ableitung vonx, d.h. man sub-
dtituierty = % und ¥ = ¢x;

d2
d _
a Y
dy 1
a a—l( ay agX au)
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Beispielsweise kann de Gleichungfir das gedampfte harmonische Pendel
T

diz dt

in folgendes Diff erential gleichungss/stem umgeschrieben werden

dx
dt
dv
dt

D x

I
|
—~
]
<
O
X
~

Diese Darstellungeiner Differentialgleichung holerer Ordnungals ein System vonexpli ziten
Differentialgleichungen erster Ordnungwird Normalform genannt:

dX]_
—= = f1(X1;X2; 13 X t
dt 1(X11X21 1Xn1 )
dX2
—= = fo(Xq;X2; 15 X t
dt 2(X11X21 !Xn! )
dx
o = [n0aixeiixait)

Ebenso kann eine Diff erentialgleichungmit zeitabhdngigen Koef zienten in ein System von
Differentialgleichungen mit konstanten Koef zienten umgewandelt werden, indem man die
Zeit oder gegebenenfall s den zatabhangigen Faktor substituiert. So wird

dx

a— a(t) X
durch die Substitutiony = a(t) zu

a 7

dy _ da

d ~  dt’

Ein derartiges Differentialgleichungssystem ist zwangslau g nicht-linear, alein wegen der
ersten Gleichung die mit dem Produkt zweier Zustandsvariablen nicht linea ist. Werden
nicht-autoname System n-ter Ordnung duch Substitution der Zeit in ein autonames System
Uberflihrt, so ist dieses (mindestens) von (n+1)-ter Ordnung Im folgenden werden aus<chli ef3-
lich Systeme mit konstanten Koef zienten betrachtet.
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B Anhang zur linearen Dynamik

Beispielsweise agibt sich aus
dx_ t2 x
dt
durch die Substitutiony = t? das folgende System zweiter Ordnung

d_X
dt
dy
dt

y X

=Py

Ein lineares System n-ter Ordnungvon Differentialgleichungen mit konstanten Koef zien-
ten a;; hat die Normalform

dx

ot = a;; Xgtap Xpt+iitan X,th

dx

i Ay Xyt agp Xp+ it ay; Xpt by

dx,

G - @1 Xut @ Xet it am Xn¥ b, (B.21)

Anstelle der h kénren bel nicht-autonamen Systemen zatabhangige Summanden [y (t) auf-
treten. Diese lasen sich durch Einfuhrung weiterer Funktion x,+; = hQ(t) in autonome Sy-
steme hoherer Ordnung Ulerfihren, welche im all gemeinen jedoch nicht mehr linea sind. Im
Falle @nes homogenen linearen Differentialgleichungssystemssindb, = b, = ;= b, = 0.

In der Matrizen-Schreibweise lautet das inhamogene System mit konstanten Koef zienten
& = Ax + b, dh.furn=2

Q X1 - 8@ & X1, by (B.22)
t X & X '
Loty 1 ZeRy 1l -8

dt

Firb = (0;0)T erhalt man das entsprechende homogene System mit konstanten Koef zien-
ten:

dt il - :11 212 il (B.23)
2 21 22 2
M2y 222y 180

dx. A X
dt

Sind x; undx, Zustandsvariablen, so bezechnet man x as Zustandsvekor und de Eintrége
der Koef zientenmatrix A als Systemparameter.
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Im Beispiel des geddampften harmonischen Pendels (B.17) ist das System der Diff erentialgleichungen
(mit x1 = x undx» = v) in der Normalform gegeben durch ‘é—’t‘ = AXx, d.h.

d x; _ 0o 1 X1

E X2 B b _r X2

| —(z—} |z} |{z-}
dx A X

at

Der Lésungsansatz

fuhrt auf die Eigenwertgleichung

die sich folgendermal3en umformen |&03:

mit der Einheitsmatrix | =

(A ) v= 2

0 . 1
o 0
Dieses homogene lineae Gleichungss/stem ist genau dann richt-trivial | 6sbar, wenn de Determinante
der Koef zientenmatrix verschwindet, d.h. wenn

det(A =20

Aus dieser Forderungergibt sich die charakteristische Gleichungaus (B.18)

D D
e Co b =) ) 2=l w220
m m m m m m
P
mit den oben bereits berechneten Lésungen 1, = ——1—4mD " \veiche jewells in die Eigen-

wertgleichung einzusetzen sind, um fir ; 6 5 die beiden linear unabhéngigen Eigenvekoren
V1 und v, zu bestimmen. Die dlgemeine Losungist in diesem Falle durch die Lineakombination
Xalg= ki e'' vi+ky e?' v, gegeben.

Homogene lineare Systeme mit konstanten Koef zienten

Ein System n-ter Ordnung‘é—’t‘ = A X mit einer konstanten Koef zientenmatrix A, welche n
linea unabhéngige Eigenvektorenv; :::; v, zu den n verschiedenen Eigenwerten 4; @i, |
besitzt, hat stets eine analytische Losungx(t), welche nach (A.17) as Lineakombination der
Eigenvektoren wie folgt dargestellt werden kann:

X
XM= a®v

Setzt man diesin ‘é—’t‘ = AX ein, so folgt fur die Koef zienten die anfadhe Differentialglei-

chungerster Ordnung‘fjiti = G, welche nach (B.8) die dlgemeine Losungc (t) = k; e
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B Anhang zur linearen Dynamik

hat. Die dlgemeine Lésungfir & = Ax lautet demnach

X
Xailg(t) = Iﬂ_{ﬂz't_\/} : (B.29)
=15 te Mode
Man bezechnet die @nzdnen Summanden hierbei as Moden. Der Lésungsraum ist ein n-
dimensionaler Vektorraum, sodal3, wie im eindimensionalen Fall durch (B.9) beschrieben,

die Lineakombinationen zweler spezeller Losungen ebenso in dem Lésungsraum enthalten
sind.

Ein homogenes lineares System zweiter Ordnungmit konstanten Koef zienten

d x; aj1 a2 X1

dt X» . @y, a X (8.29)
2 21 22 2
—{z—} | —z—} [z}
dx. A X
dt
hat stets die analytische Ldsung
Xalg= ki €' vi+k, €2 vy, (B.26)

welchefir ;6 , dieallgemeine Losungdes Systemsist. Der Losungsraum ist ein zweidi-
mensionaler Vektorraum. Die Eigenwerte 1., der Eigenwertgleichung

dx _
dt
welche mit der Einheitsmatrix | auch in der folgenden Form geschrieben werden kann

X=A X, (B.27)

0

(A ) v= o (B.28)
beredchnen sich aus der charakteristischen Gleichung
det ann a2 -0
a1 az
oder durch die Koef zientenmatrix A ausgedriickt
2 spur(A) + det(A)=10
YA S
ZU p
+ 2 4
12 = 5 ; (829)

wobei = spur(A) = a;; + axpyund = det(A) = ajjax,  apay.
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Beispiel: Fir das System zweiter Ordnung

%Xl - 1 1 X1
EXZ 4 2 X2
ergeben sich aus der Koef zientenmatrix
11
A= 4 2

p
=spur(A)=1 2= 1und =det(A)= 2 4= 6.Somitist 1= —— 2 undde
Eigenwerte betragen ;= 2und , = 3. Einsetzen der Eigenwerte in (B.28)

1 1 vi _ O
4 2 vz 0
ergibt far =2
1 1 vi _ O
4 4 v, 0
und somit die Losungv; = Vo, sodald beispielsweise v, = 1 ein Eigenvektor zum Eigenwert

1 = 2 darstellt. Entsprechend erhélt manfar , = 3 mit

4 1 vi _ O
4 1 v, 0
die Losung4vis = vound damit as Eigenvektor v, = 41 . Demzufolge ist die dlgemeine
Lésung rach (B.26) durch
2t 3t 1

Xallg = K1 € +ky e

(RS

gegeben.
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B Anhang zur linearen Dynamik

Komplexe Eigenwerte. Ausder Spur und cer Determinante  der Koef zientenmatrix
A sind de wesentli chen Ldsungsel genschaften abzulesen, insbesondere ist zu erkennen, dai3
die Losung kanplex wird, wenn4 > 2 (schattierter Bereich in Abbildung 47, da dann
der Radikant in der Wurzd von (B. 29) negativ wird. Die Elgenwerte 12 Sind in d@em
Fale konjugiert komplexeZahlen ;= +1i ! und , = i !.Dabeisti =

die imaginare Einheit, der Redteil Re( ) und ! der Imaglnarte|l I m( ). Ebenso smd
die Eigenvektoren v, undv, komplex konjugierte Vektoren. Wegen der Eulerschen Formel
(B.37) ist

edtitlt=pgt 't T Ui sin(!t) + cos(! )]:
(Euler)

Eine physikalisch sinnvdle Lésung kennimmer nur redl sein, d.h., Xaig 2 (R R), weil es
in der Natur keine komplexen Zustandsvariablen gibt. Dader durch Lx = é’—tx A X gegebe-
ne Operator linea ist, gilt L[Re(x) +i Im(x)] = LRe(x)+ i LIm(x).Nac (B.25)istx
genau danneineLésung wennlLx = 0, wasnur mit L Re(x) = OundL I m(x) = O0mdglich
ist. Folglich sind Redteil und Imaginarteil > der komplexen Losung fir sich ebenfalls Lo-
sungen. Da die komplex konjugierten Losungen zum einen linea unabhéngig sind undsich
zum anderen aus der Lineakombination vonRedteil und Imaginérteil ergeben, missen der
Redteil >

Re(x) = k e' cos(!t) Re(vy) k e! sin(lt) Im(vy)
= k e' [oos(!t) Re(vy) sin(lt) Im(vy)]

und cer Imaginértell

k e' sin(lt) Re(vi)+k e' cos(lt) Im(vq)
= k e' [sin(!t) Re(vy)+ cos(!t) I m(vy)]

I m(x)

ebenfall s linea unabhéngige spezéelle redle Losungen sein. Ihre Linearkombination spannt
somit den zweidimensionalen redl en Losungsraum auf, und deredl e dlgemeine Ldsungist:

Xarg = ki e'[cos(!t) Re(vy) sin(lt) Im(vy)]
+ ko e'[sin(!'t) Re(vi)+ cos(!t) Im(vq)]: (B.30)

Aperiodischer Grenzfall. In den Félen, dawegen 4 < 2 der Radikant in der Wurzd
von (B.29) pasitiv wird, ist die dlgemeine Losung(B.26) stetsredl. Diesgilt auchfir4 =
2 (Parabel in Abbildung 47, jedoch ergibt sich hierfir nur ein Eigenwert | =, =

53Man laeachte daid der Imaginérteil selbst nicht imaginér ist, sondern erst sein Produkt mit der imaginéren
Einheiti ( 1=1i).

%4 n diesem Beispiel wurde die Losungzum Eigenwert mit positivem Imaginarteil gewahlt. Alternativ kann
man v durch v, ersetzen, wenn man zudem ! durch ! ersetzt, wobei sich lediglich das Vorzeichen von
I m(x) éndert.
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Beispiel: Fir das System zweiter Ordnung

%le - 1 1 X1
q X2 1 1 X2
mit der Koef zientenmatrix
A = 1 1
- 1 1

it = spur(A) = 2und = det(A) = 1+ 1= 2.Mit 1, = 22 erhdt man die konjugiert
komplexen Eigenwerte 1= 1+ iund o= 1 i.Einsetzen der Eigenwertein

1 1 \'1 _ 0
1 1 v, 0
ergibt fr =21+ i
i 1 vi _ O
1 [ v, 0
mit der Losungvy = vy, soda3vy = !L einen Eigenvektor zum Eigenwert 1 = 1+ i darstellt.
Entsprechend erhdlt manfir o, = 1 i den korjugiert komplexen Eigenvektor v, = 1I . Die
allgemeine Losungist der komplexe Ausdruck
Xalg = ki el i)t '1 + ko ol it 1|
Die dlgemeine redle Lésungist mit (B.30) durch
Xalg = ki e'[cos(t) (1) sin(t) é 1+ ko €'[sin(t) (1) + cos(t) é ]
— t sin(t) ¢ cos(t)
= ke sy TR € gin
gegeben.

253




B Anhang zur linearen Dynamik

Entweder erhdlt man zu diesem Eigenwert zwel li nea unabhéngige Eigenvektoren v, und
vV, oder bis auf skalare Multiplikation nu einen einzigen Eigenvektor v, d.h. einen eindi-
mensionalen Eigenraum zum Eigenwert . Im letzten Fall stellen die Eigenvektoren allein
noch keine Basis des Ldsungsraumes dar, sodal3 eine weitere vom Eigenvektor v linea urn-
abhangige spezelle Losung gesucht werden mul®®. Ergeben sich zwei linea unabhéngige
Eigenvektoren, so ist jeder beliebige Vektor w ebenfall s ein Eigenvektor zum Eigenwert
Dieswird ersichtlich, indem man einen will kiirli ch gewahlten Vektor w al's Linearkombinati-
on der Eigenvektorenw = c;v; + v, schreibt undzeigt, dald deser die Eigenwertgleichung
erfallt:

Aw = A(C]_Vl + C2V2) = CGAVi+ AV, =C Vi + G Vo= W

Inhomogene lineare Systeme mit konstanten Koef zienten

Wie bel der eindimensionalen inhamogenen linearen Differentialgleichungen ist auch bel n-
dimensionalen inhamogenen lineaen Diff erentialgleichungssystemen der Lésungsraum ein
sogenannter af ner Raum, der hierbei die Dimension n hat undsich aus dem Vektorraum der
allgemeinen LAsungen des homogenen Systems

Xhom = Kivi + i+ Kavg

durch Verschiebung un den Vektor x s ergibt, der eine beli ebige spezelle Losung ces inho-
mogenen Systemsist. Die Lsung von2Xinn = AXinn + b lautet demnach

Xinh = Xs + Kqvq1 + i+ Kavy (B.31)

Wieim eindimensionalen Fall kannx s auch hier durch Variation der Konstantek = (ky; :::; Kp)
k(t) ermittelt werden. Dadie vy;:::; v, eine Basis des Losungsraumes des homogenen Sy-

stemsdarstell en, sindsielinea unabhéngig und de Determinanteder durch X = (vq;::vy)

de nierten Matrix ist ungeich Null, woraus die Invertierbarkeit von X folgt. Die durch

X = Xu beschriebene lineae Abbildung hbldet die Einheitsvektoren auf die vy;:::; vy, ab
(Spalten von X sind de Bilder der Einheitsvektoren). Darum sind de Einheitsvektoren die
Bilder der inversen Abbildungangewandt auf diev,;:::;v,, d.h. e = X lv;. Demnad ist

U= X Xpom = X YKkyvy + i+ Kavi) = k = (kq; 3 k) €n konstanter Vektor.

Nunerfolgt die Variation des in jeder spezellen hanogenen Losung korstanten Vektorsk =
K(t). AusXnhom = XKk(t) folgt durch Ableiten nacht, dai3 %xhom = (%X)k(t) + X(%k(t)).
Einsetzen dieses Ansatzes in die inhamogene Gleichung Xinn = AXinn + b ergibt analog
zu (B.13) g g

—X)k+ X(—k) = AX k + b:

(dt ) (dt ) b

Well aber die Spalten vonX die Ldsungen des homogenen Systems snd, ist %X = AX und
(4X)k = AX k. Somit bleibt X ($k) = b oder &quivalent formuliert

d —_— .
k=X 1V b(:

55Eine detailli erte Erlauterung cer Vorgehensweise st beispielsweisein [Wal96] zu  nden.

254



Durch Integration erhélt man analog zu (B.14)
z t
k()= X t) b(t) dt
to
und de spezelle Lésung des inhamogenen Systems lautet:
Z t
Xs(t) = Xk(t) = X(t) X 1(t) b(t) dt (B.32)

to

Das Anfangswertproblem

Dader Lésungsraum eines n-dimensional en autonamen Systems unendli ch viele Funktionen
beinhaltet, ist zur Bestimmungeiner spezellen Losungein Satz von n Anfangsbedingungen

x1(0) = X(l)
X2(0) = Xg
Xn(0) = Xg

ndtig. Das Existenz- und Eindeutigkatstheorem besagt, dal3 fir ein dynamisches System
%x = f(x) mit der Anfangsbedingungx(0) = X in einem Zeitinterval ( ; )umt =0
stets eine @ndeutige Losung x(t) existiert, sofern die partiellen Ableitungen g%; (i;] =
1; :::; n) stetig in einem zusammenhdngendem, offenem Gebiet D R" um X sind, d.h. ale
fi(Xx; i xp) fUri = 1;::5n dort stetig partiell differenzierbar sind. Das bedeutet, dal3 fur li-
neae Systeme mit konstanten Koef zienten zu jeder Anfangsbedingungstets eine @ndeutige
Losung dobal existiert.

Der zweidimensionale Phasenraum

Die spezell en Lsungen eines autonamen Systems von Diff erentialgleichungen der Ordnung
n, welche die Vorausstzung fur das Existenz- und Eindeutigkeitstheorems erfill en, kénren
als ogenannte Trajekorien in einem n-dimensionalen Phasenraum dargestellt werden (Ab-
bildung 43 und 4% Diese Darstellungwird auch a's Phasenpartrait bezechnet. Der Phasen-
raum (oder auch Zustandsraum) wird von cen Koordinaten des Zustandsvektors x (t) aufge-
spannt. Punkte im Phasenraum de nieren entsprechende Systemzusténde. Trajektorien sind
gerichtete Kurven im Phasenraum, entlang derer sich das dynamische System mit der Zeit
entwickelt. Verschiedene Tragektorien konren sich niemals shneiden, da sonst im Schnitt-
punk der weitere zatli che Verlauf nicht eindeutig wéare (im Widerspruch zum Existenz- und
Eindeutigkeitstheorem). Zu jeder Anfangsbedingung ghbt es genau eine Trajektorie, sodal3 es
unendlich viele Trajektorien gibt, von denen jede e@ner speziellen Lésung des Differential -
gleichungssy/stems entspricht. Fir Systeme aweiter Ordnungist der Phasenraum zweidimen-
sional undwird von cen Zustandsvariablen x; = x undx, = y aufgespannt.
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B Anhang zur linearen Dynamik

Aus dem Phasenpartrait kann man all e charakteristischen Systemeigenschaften ablesen. Die-
se lasen sich besonders durch das Einzechnen eines normierten Richtungsfeldes veran-
d

schauli chen, wobei jedem Punkt x (t) im Phasenraum ein narmierter Richtungsvektor kgk
dt

zugeordnet wird, der die Bewegungsrichtungim Phasenraum an diesem Punkt angibt (Ab-

bildung 43. Mit Hinblick auf das langfristige Verhalten eines Systems snd de stabilen

Phasenraum
‘Z //////L/,//Z/
S L e e e e
J e e e e e
I/l///é/g//fg

15 R
NS
-2 -1 0
X

S
e

/
1

Abhildung 42 Richtungsfeld im Phasenraum mit stabil em Fixpurkt und Null kli nen, wie man
die beiden eingezeichneten Geraden nennt, bei welchen die Ableitungeiner Zustandsvariable
Null i st. Das Richtungsfeld kann dat keine Komporente in die Richtung deser Zustandsva-
riable haken. Wo sich all e Null klinen schneiden, liegt ein Fixpurkt.

Systemzustande anes der wichtigsten Charakteristika dynamischer Systeme, weil sie @nen
mogli chen Endzustand in der zeitli chen Entwicklung des Systems darstell en. Systemzustan-
de oder Zustandsabfolgen, auf die sich das dynamische System innerhalb einer Umgebung
stets zu entwickelt, um dannin diesen zu verharren, werden a's Attraktoren bezechnet. Sol-
che Attraktoren konren sehr vielgestaltig sein, von einzdnen Systemzustanden (Punkte im
Phasenraum) bis hin zu geschlossenen oder ganzlich urregelméaigen Trajektorien im Pha-
senraum. Punktférmige Attraktoren sind de stabilen Fixpurkte des Systems. Ein Fixpurkt
X = (Xg; X%, %,) " im Phasenraum ist ein Systemzustand, in dem das System sich nicht
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mehr verandert. M athemati sch ausgedriickt heif3t dies:
@

@, °

@ B

@, °

@, B

o, - 0 (B.33)

Ein Fixpunkt ist offensichtlich ein station&er Zustand des Systems. Die Menge dler Pha
senraumpunkte, auf denen eine partielle Ableitungen verschwindet, werden als Nullklinen
bezechnet. Ein Fixpunk ist demnach der Schnittpunk aller Nullklinen. Fuhren ale Tra
jektorien in einer Umgebung s Fixpunkies in den Fixpunkt hinein, so handelt es 9ch um
einen stabil en Fixpurkt. Formal lautet dies: Ein Fixpunk x ist genau dann stabil, wennein

> 0 existiert, sodal3 limy;  x(t) = x fur alex(0) mit kx(0) x k < . Der Fixpunk
wird darum als dabil bezechnet, weil nach jeder hinreichend Kleinen Auslenkung deses Sy-
stemzustands sch das System firt ! 1 wieder zuriick zum Fixpunkt entwickelt. Uber das
Verhalten des Systems zwischent = 0 und dem Erreichen des Fixpunkies sagt die Stabilit &t
allein nach nichts aus. Ein Fixpunk x ist genau dann Lyapunao-stabil, wenn es zu jedem
"> 0en > Ogibt,sodal3fir allet > Ogilt: kx(t) x k< ", falskx(0) x k< .lIst
ein Fixpunk sowohl stabil, as auch Lyapunowstabil, so wird er als asymptotisch stabil be-
zachnet. Unmittelbar um einen asymptotisch stabilen Fixpunkt herum mussen folglich ale
Richtungsvektoren auf den Fixpunkt zegen (Abbildung 43. Es Ind seltene Ausnahmeféll e,
bei denen ein Fixpunk stabil, aber nicht asymptotisch stabil i st, weshalb im folgenden stabil
im Sinne von asymptotisch stabil zu interpretieren ist. Dem umgekehrte Fall, dal3 ein Fix-
punkt Lyapunowvstabil aber nicht stabil i st, begegnet man hingegen ofter.

Lineare Systeme mit konstanten Koef zienten, wie (B.21), haben sehr spezell e Systemeigen-
schaften, dabei diesen Systemen (B.33) zu einemlineaen Gleichungssystemwird. Stationére
Zustande kdnnen dann, dem L dsungsraum eines homogenen li neaen Glei chungss/stems ent-
spredhend, nur ein einzdner Fixpunk, Fixpunkgeraden (wieim zweiten Graphen vonAbbil -
dung 45 oder mehrdimensionale Fixpunk aden sein. Man spricht bei Fixpunkt achen oder
Fixpunkgeraden auch von nicht-isolierten Fixpunken. Solche setzen voraus, dal3 de Deter-
minante der Koef zientenmatrix verschwindet, dso = det(A) = apja,;, apa; = 0
erfdllt i st. Wenn es in eéinem linearen System einen Attraktor gibt, so ist dieser entweder ein
Fixpunk oder eine Fixpunkgeraden bzw. eine 2wei- oder hoherdimensionale Fixpunkt ade.

Die Systemeigenschaften sind im wesentlichen durch die Eigenwerte ., aus (B.29) festge-
legt, wahrend de Orientierung der Eigenvektoren lediglich eine & ne Verzerrung der durch
die Eigenwerte bestimmten Phasenraumcharakteristik bewirken. Sind de Eigenwerte 1.,
komplexeZahlen ;= +1i ! und ;= i !, so beschreibt der Imaginartell (wieim
vorangegangenen Abschnitt erlautert) eine oszill atorische Komporente der redlen Lésung
(B.30). In diesen Fallen stellt das Phasenpartrait entweder einen stabilen (< 0) oder einen
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Zeitlicher Verlauf
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Abbildung 43 Trajektorie @nes gabilen Spralpurktes (redts). Von jedem Anfangsaustand
aus lauft die Trajekorie in den Spralpurkt hinein, der ein Fixpurktattraktor ist. Dies ent-
spricht einem gedampften harmonischen Osill ator. Links snd de Zustandsvariablen Gber
die Zeit aufgetragen.

instabilen (> 0) Spralpurkt dar, je nachdem ob der Redtell  positiv oder negativ sind.
Einstabiler Spralpurkt (Abbildung 43 ist ein stabil er Fixpunkt, in den das System spiralfor-
mig hineinoszilli ert. Entsprechend ist ein instabiler Sgralpurkt ein instabiler Fixpunkt, aus
desen Umgebung ds System herausoszilli ert. Im ersten Fall handelt es sch, wie bel jedem
isoli erten stabil en Fixpunk um einen Attraktor, im zweiten Fall spricht man voneinem Re-
pellor, dasich al e Trajektorien des Systemsin der Umgebung aesinstabil en Fixpunkes dets
von desem entfernen. Bel einem homogenen System liegt der Spiralpunkt im Ursprung, bei
einem inhamogenen System ist er um den Vektor x4 aus (B.31) vom Ursprung verschoben.

Im Grenzfall verschwindet der Redteil ganzlich ( = 0) und de Losungstellt ein Zentrum
(Abbildung 44 dar, welches bei dem homogenen lineaen System einen Fixpunk im Ur-
sprung tet. Bei dem inhamogenen System ist der Fixpunkt durch den Vektor x aus (B.31)
vom Ursprung verschoben. Um den Fixpunkt verlaufen die Trgjektorien im zweidimensio-
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Zeitlicher Verlauf
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Abbildung 44 Trajekorie anes Zentrumsim Phasenraum (redhts). Dies entspricht einemun-
gedampften (reibungsfreien) harmonischen Osall ator. Ein Zentrum hat ke nen stabil en Fix-
purkt undkenen Attraktor. Links snd de Zustandsvariablen Uber die Zeit aufgetragen.

nalen Phasenraum elli psenartig. Der Fixpunkt ist weder stabil noch instabil. Er ist jedoch
Lyapunor-stabil, da dle Trajektorien, die in einer hinreichend Keinen Umgebung des Fix-
punkes garten, in einer Umgebung aes Fixpunkies verweil en.

Liegt eine rein redle LAsung va, so ergibt sich fir zwel voneinander verschiedene nega-
tive Eigenwerte ;; , < 0 ein stabiler Fixpunkt (stabiler Knoten), da die Losungsfunktion
in beide Eigenrichtungen einen exporentiellen Zerfal darstellt. Entsprechend erhalt man fir
zwel voneinander verschiedene positive Eigenwerte 1; , > 0 einen instabilen Knoten. Bei
der rein redlen Losungmit ; = , < O wird der stabile Fixpunk als Stern (3. Graph in
Abbildung 45 bezechnet, wenn der Eigenraum zweidimensional ist. Dann ist, wie in Ab-
bildung 45zu erkennen, jeder beli ebige Vektor ein Eigenvektor zum Eigenwert . Liegt ein
eindimensionaler Eigenraum vor, so spricht man von einem degenerierten Knoten (Abbil -
dung 46. Ist umgekehrt ; = , > 0, so stellt der Stern (bzw. der degenerierte Knoten)
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Sattelpunkt _ Fixpunktgerade
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Abhildung 45 Fixpurkte im Phasenraum: Satelpurkt, Fixpurkigerade, stabil er undinstabi-
ler Stern

einen instabilen Fixpunk dar (4. Graphin Abbildung 45.

Knoten, Spiralpunke und Sterne sind je nach Stabilit & entweder Attraktoren oder Repel-
loren. Sind de Eigenwerte rein redl aber mit unterschiedlichem Vorzechen, so ergibt sich
nad (B.26) ein Fixpunk, der weder stabil, noch instabil i st und als Séatelpurkt bezechnet
wird (1. Graphin Abbildung 45, da Auslenkungen vom Fixpunk in die @ne Eigenrichtung
exporentiell wachsen, wohingegen sie in die andere Eigenrichtung exporentiell zerfallen.
Der letzte noch mogliche Fall i st der, bei dem ein Eigenwert Null i st und der andere von Null
verschieden. Unter diesem Umstand ergeben sich nicht-isolierte Fixpunkte, d.h. im zwel-
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Degenerierter Knoten

<
I S N T S - T S N R

o
x o}
o

Abbildung 46 Degenerierter Knoten.

dimensionalen Phasenraum eine Fixpunkigerade entlang des Eigenvektors mit dem Eigen-
wert Null (Abbildung 45 redits oben). Je nach dem Vorze chen des von Null verschiedenen
Eigenwertes dellt die Fixpunkigerade enen Attraktor oder einen Repellor dar. Sind beide
Eigenwerte Null, so kann man nicht von einem dynamischen System spredhen, da nun der
gesamte Phasenraum aus Fixpunkien besteht.

Da die Eigenwerte die Phasenraumcharakteristik bestimmen, ist diese bereits durch die Spur

und de Determinante  der Koef zientenmatrix A festgelegt, aus welcher sich die Ei-
genwerte berechnen. Abbildung 47zegt die Klasg zierung linearer Systeme durch  und

. Zentren, Sterne, degenerierte Knoten und ncht-isoli erte Fixpunke sind als Grenzféll e zu
erkennen und werden entsprechend bezeachnet. Es ist festzuhalten, dal3 de Attraktoren in
lineaen Systemen stets nur Fixpunkte, Fixpunkgeraden oder Fixpunk &aden sein konren,
insbesondere gibt es keine stabilen Grenzz/klen, bei denen der Attraktor eine geschlossene
Trajektorie darstellt undkeine Multi stahbilit & (mehr as ein Attraktor). Diesfolgt aus der L6-
sung cesfir diesen Fall li neaen Gleichungssystems (B.33) und glt fur al e lineaen Systeme
unabhéngig von der Dimension.
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T

Sterne und

degenerierte Knoten\

Sattelpunkte

instabile Knoten

P=4A~

instabile Spiralpunki

Sattelpunkie

nicht-isolierte Fixpunkte

Zentren

stabile Spiralpunkte

stabile Knoten

Abbildung 47 Klass zierunglinearer Systeme. Imroten Bereich innerhalb der Parabel wer-
den die Eigenwerte komplex sodal} deredl e Losungeine osall atorische Komporente e hélt.

Reihenentwicklung und Lineari

sierung von Funktionen

Viele geaw6hrliche Funktionen kdnren durch die Taylor-Entwicklung un einen Punkt ty als

Potenzreihen dargestellt werden:

_ dx dx  (t t)® dx (t to)® .
XO = o)t g C Y g T tge oy
Xodx (& to)"
_ g ( nlo) (B.34)
n=0 to !
d" x
= a.(t to))" mita,= % (B.35)
n=0 ’

Warum das 9 ist, erkennt man leicht an

X(t

durch die Koef zienten

dem Spezalfall to = O: HierfUr ist die Potenzreihe

X
):
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gegeben. Dies gilt wegen

X() = ao+ ayt'+ apt? + agt3+ aut*+ 1) X(U)j,_, = &) = X(t()){“o
dl
AR ay + 2at! + 3agt? + dayt® + 1) dx = a) a—ﬁtzo
a ~ T ’ ot Y T
d?x
d*x  _ 1 2.4 .. d?x @ g
W = 2a, + 6a3t + 12a,4t° + ) W o 2a2) o o)
d3x
d®x d3x a3 _
—— = 6ag + 24a,tt + —— =6ag) ag= =0
e 3+ 243y ) &, Bas) as 3
d*x
d*x d*x o
—— = 24a, + —— =2 = 1=0
até “a e T

Die Anndherung duch endliche Summen wird umso genauer, je mehr Summengli eder be-
ricksichtigt werden®. Zudem trifft sie umso besser die gproximierte Funktion, je ndher
man dem Entwicklungspunk to kommt (Abbildung 48 undAbbildung 49.

Beigpiel 1: Entwicklung der Sinusfunktionan der Stellet, = 0

. . . t? t3 t*
sin(t) = sin(0)+ cos(0) t sin(0) — cos(0) —+ sin(0) — + ::
(t) (0) + cos(0) (0 5 cos(Q) & +sin(0) -,

t3 t°
= -+ —
6 120

Beispiel 2: Entwicklung der Exporentialfunktionan der Stellety = 1

exp(ty =€ e+e (t 1+¢€ t 92 o 1°

+
2 6

Beispidl 3: Die Eulersche Formel.

S6\oraussetzung ist die ésolute Konvergenz der Reihe auf dem betrachteten Intervall des De nitionsbe-
reichs. Jede Potenzreihe hat einen Konvergenzradiusr (O r 1 ), innerhalb dessen sie fur jtj < r absolut
konwergiert undfur jtj > r divergiert. Der Konvergenzradiusist bei den typischen Anwendungsféllen meistens
der gesamte De nitionsbereich der Funktion x(t)PEs gibt jedoch viele Beispiele von endli chen Konvergenz-
radien, wie bei der geometrischen Reihe x(t) = ﬁzo t", welche den Konvergenzradiusr = 1 hat. Bei der
Taylorentwicklung kann deser Konvergenzradius durch die Fakultéten im Nenner bis ins Unendliche ehéht
werden, jedoch muf3 des nicht immer geschelen. So hat beispielsweise die Taylor-Entwicklung ces Logarith-
musan der Stelle to = 1: x(t) = log(t) = ,_o( D" i(t 1)" lediglich den Konvergenzradiusvon 1
(eine detalilli erte Darstellung ndet man beispielsweise in [Wal92)).
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B Anhang zur linearen Dynamik

Abbildung 48 Taylor-Entwicklung der Snusfunktion an dr Stelle O bis zum ersten, dritten,
bzw. flnften Reihenglied. Der erste Graph zeigt die lineare, der zweite die kubische Nahe-
rung

Fir komplexe Zahlen
c=a+ib

mit pT = 1 gibt esdie Darstellung duch den Betrag j¢j = P a2+ PP und dePhase =
arctan(2) in der Form
c=jg(cos +1i sin):

Dabei sinda = g a2+ b cos undb= P a2+ I sin . DieEulersche Forme ermdglicht
eine weitere Darstellung kamplexer Zahlen durch die Exporentialfunktionen:

c=a+ib=jg € : (B.36)

Mit der Taylor-Entwicklung um den Null punk kann man zegen, warum fir die Phase

cos +i sin =¢ (B.37)
gilt:
2 4 6 8
os() =1t g Gl El '
. 3 - 5 . 7 - 9
i sin( ) = i |§ +|§ Iﬁ +|§::: +
) 2 3 4 5 6 7 8 9
€ = 1+ — it — — —+ i

+ i — i— +
2! 3! 4 5! 6! 7! 8! ol

Lineare Naherung

Bel der linearen Naherungbricht man die Potenzreihenentwicklung rach dem lineaen Glied

ab: q
X0 X+ = (1) (B.39)
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Abbildung 49 Taylor-Entwickung der Exporentialfunktion an cer Selle 1. In dem ersten
Graphenist dielineare, im zweiten die quad atische Naherung reben der eigentli chen Funk-
tion eingezeichnet. Die beiden urteren Graphen stellen die Entwicklung bis im dritten, bzw.
vierten Reihenglied dar.

Sie ist darum nur in einer engen Umgebung odr fir kleine Auslenkungen von ty auss
gekréftig. Da nicht-lineae Systeme sehr schwer oder, wie in den meisten Fallen, Gberhaupt
nicht analytisch zu beredhnen sind, behil ft man sich in der Systemtheorie oftmals mit li nearen
Naherungen (z.B. Kleinsignalanalyse). Auch die Sabilit &tsandysefur nicht-lineae Systeme
verwendet die lineae Naherung (Abschnitt 2.3.2) um einen stationdren Punkt, sofern das i -
neae Glied vonNull verschiedenist. In einem linearen System ist jeder stabil e Fixpunk glo-
bal stahil, d.h. Trajektorien fir beliebige Anfangsbedingungen verlaufenfirt !' 1 in den
Fixpunkt hinein. Andersist dies bel nicht-lineaen Systemen, bel denenein > 0, welches
limy,  x(t) = x fdr allex(0) mit kx(0) x k < erfillt, eventuell sehr klein sein mui3
Bel der Stabilit &sanalyse nicht-lineaer Systeme missen darum derart kleine Auslenkungen

= x(t) x vom stationdren Zustandx betrachtet werden, dal3k k <  stetsgewahrleistet
ist, was eine lineae Naherung um den stationdren Zustandx zweifelsfrel rechtfertigt.
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