
Alexander Sinsel: Organic Computing(Seminar WS 06/07)

B Anhang zur linearen Dynamik

DieDynamik beschreibt mathematisch die zeitli cheEntwicklung vonSystemen. Ihrehistori-
schen Wurzeln hat sie in der Newtonschen Mechanik. Dort wird die räumlicheBewegungei-
nesGegenstandesdurch die zeitli cheEntwicklungseiner Ortskoordinaten mit x(t) beschrie-
ben. Ein Maßfür dieBewegungist dieGeschwindigkeit, mit der sich etwasbewegt. Wennein
Gegenstand in einer Zeitspanne � t = t1 � t0 die eindimensional beschreibbare Wegstrecke
� x = x1 � x0 vom Ort x0 = x(t0) zum Ort x1 = x(t1) in geradliniger und gleichförmi-
ger Bewegungzurücklegt, so wird seine Geschwindigkeit v innerhalb dieser Zeitspanne als
v = � x

� t de� niert. Die auf diese Weise de� nierte Geschwindigkeit setzt die De� nition von
Strecken � x und Zeitspannen � t voraus. Gleichförmige Bewegung bedeutet, daß die Ge-
schwindigkeit zu jedem Zeitpunkt innerhalb der Zeitspanne� t = t1 � t0 diegleiche ist. Nun
ist aber zu einem in� nitesimalen Zeitpunkt keineBewegungerkennbar. Photographien halten
eineSituation(im Idealfall ) zu einem bestimmten Zeitpunkt fest, undalleObjekte erscheinen
als ruhend. Dennoch kann die Geschwindigkeit de� niert werden, indem eine gleichförmige
Bewegungin ausgedehnten Zeitintervallen und nicht zu solchen in� nitesimalen Zeitpunkten
beobachtet wird. Anders ist es mit einer ungleichförmigen Bewegung, bei welcher sich die
Geschwindigkeit kontinuierli ch verändert. Dies bedeutet nämlich, daß die Geschwindigkeit
in jedem noch so kleinen Zeitintervall � t variieren kann, und man für diesen Fall nur eine
mittlere Geschwindigkeit v = � x

� t aus der Betrachtung ausgedehnter Zeitintervalle erhält.
Läßt man diese Zeitintervalle � t jedoch immer keiner werden, so ergibt sich ein Grenzwert
für dieGeschwindigkeit v(t1) zum Zeitpunkt t1:

v(t1) = l im t0 ! t1

x(t1) � x(t0)
t1 � t0

=
dx
dt

�
�
�
�
t1

: (B.1)

Dies ist die aus der Schulmathematik bekannte De� nition der Ableitung vonx(t) nach t an
der Stelle t1. Sie läßt sich für jeden beliebigen Zeitpunkt t formulieren:

v(t) = l im t0 ! t
x(t) � x(t0)

t � t0
= lim � t ! 0

x(t) � x(t � � t)
� t

=
dx
dt

: (B.2)

Somit erhält man die allgemeine De� nition der Ableitung vonx nach t. Sie besagt, wie
sich eine Größe x, hier der Aufenthaltsort, quantitativ mit der Zeit verändert. Es sei noch
angemerkt, daß dieAbleitung nur dann de� niert ist, wenn der Grenzwert eindeutig bestimmt
ist, d.h. wenn rechtsseitiger undlinksseitiger Grenzwert identisch sind:

l im � t ! 0
x(t) � x(t � � t)

� t
= l im � t ! 0

x(t + � t) � x(t)
� t

: (B.3)

In vielen seiner Paradoxien geht Zenon davon aus, daß der Grenzwert l im t0 ! t
x(t )� x(t0 )

t � t0
= 0

0 = 0 sei
(Abschnitt 2.3.1). Die Division durch Null i st jedoch mathematisch nicht de� niert. Im konkreten Fall
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ist darum der Ausdruck hinter dem Limes derart umzuformen, daß der Nenner nach der Grenzwert-
bildung nicht Null wird. Beispielsweise geschieht dies für x(t) = t2 wie folgt:

v(t) = l im t0 ! t
x(t) � x(t0)

t � t0
= l im t0 ! t

(t)2 � (t0)2

t � t0

= l im t0 ! t
(t � t0) � (t + t0)

t � t0
= l im t0 ! t (t + t0)

= 2t

Der Grenzwert kann erst am Ende der zweiten Zeile gezogen werden. Dann ergibt sich jedoch nicht
Null , sondern die endliche Größe v(t) = 2t, entsprechend der Potenzregel für Ableitungen.

Allgemein wird die zeitli che Veränderung einer beliebigen Zustandsvariable x i (t) in der
Dynamik durch d

dt x i (t) beschrieben. Da die Dynamik die Veränderung vonSystemen mit
der Zeit zum Gegenstand hat, � nden sich in der dynamischen Beschreibung vonSystemen
typischerweise Funktionen x i (t) und deren Zeitableitungen d

dt x i wieder. Die entsprechen-
den Gleichungen werden alsDifferentialgleichungenbezeichnet. DieZustandsvariablenx i (t)
mit i = 1; :::; n beschreiben dabei den Systemzustand, welcher auch als Zustandsvektor
x(t) = (x1(t); :::; xn (t)) dargestellt werden kann; entsprechend stellt d

dt x(t) = ( d
dt x1(t);

:::; d
dt xn (t)) dessen Änderungen zum Zeitpunkt t dar. Hervorzuheben sind in diesem Zusam-

menhang die stationären Punkte eines Systems, bei denen die Zeitableitungaller Zustands-
variablen Null i st. An einem stationären Punkt x � = (x �

1; x �
2; :::; x �

n ) angekommen � nden in
einem System keine Veränderungen mehr statt, d.h. d

dt x
�
�
x � = 0. Das System verharrt in sol-

chen stationären Zuständen.

Eine Besonderheit sind zeitdiskrete oder getaktete Systeme. Sie werden durch Differenzengleichungen � x
� t =

f (x) anstellevonDifferentialgleichungen beschrieben. Dabei wird im Ausdruck auf der rechten Seitevon(B.3)
nicht der Grenzwert gezogen, sondern � t der Taktperiode entsprechend gesetzt:

� x
� t

= x ( t + � t ) � x ( t )
� t = f [x(t)]

�
�
�
�
�
�
� � t

�
�
�
�
�
�
+ x(t)

x(t) + � x = x(t + � t) = x(t) + f [x(t)] � � t

xn + 1 = xn + f (xn ) � � t :

DieIterationsvorschrift in der letzten Zeile ergibt sich durchGleichsetzen vonxn + 1 = x(t+ � t) undxn = x(t).

Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung

Differentialgleichungen (DGL) sind Gleichungen, in denen Funktionen x(t) undihre Ablei-
tungen dx

dt , d2x
dt2 , d3x

dt3 , ... vorkommen, welche im Falle gewöhnlicher Differentialgleichungen
allesamt Ableitungen nach ein und derselben Veränderlichen sind. Da in der Dynamik die
zeitli che Entwicklung vonSystemen untersucht wird, handelt es sich dort im allgemeinen
um Zeitableitungen. DiehöchsteAbleitung bestimmt dieOrdnungder Differentialgleichung.
Unter einer expliziten gewöhnlichen Differentialgleichung n-ter Ordnung versteht man ei-
ne Gleichung der Form dn x

dtn = f ( dn � 1x
dtn � 1 ; :::; x; t): Eine explizite Differentialgleichungerster

Ordnungist
dx
dt

= f (x; t): (B.4)
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B Anhangzur linearen Dynamik

Die zeitli cheVeränderung der Größex ist durch dieFunktionf (x; t) gegeben. Ist f (x; t) eine
in x lineareFunktion, von der Form

dx
dt

= f (x; t) = a(t) � x + b(t); (B.5)

so liegt der Spezialfall einer linearen Differentialgleichung vor. Wenn d
dt a = 0, also a nicht

von der Zeit abhängt, nennt man die Differentialgleichung linear mit konstanten Koef� zi-
enten. Wenn d

dt a = d
dt b = 0, also a und b beide nicht von der Zeit abhängen, und darum

f (x; t) = f (x) ist, bezeichnet man die lineareDifferentialgleichungzudem alsautonom. Die
lineare Differentialgleichung(B.5) wird für b(t) = 0 als homogen undfür b(t) 6= 0 als inho-
mogen bezeichnet. Homogene lineareDifferentialgleichungen sindsolche, welchekeinevon
der Zustandsvariablen x unabhängigen additiven Terme beinhalten. Homogene, lineare Dif-
ferentialgleichungen mit konstanten Koef� zienten sind zwangsläu� g autonom. Eine solche
ergibt sich aus (B.5) mit a(t) = a undb(t) = 0 zu

dx
dt

= f (x; t) = f (x) = a � x: (B.6)

EineLösunglautet in diesem Falle

xs(t) = ea�t ; (B.7)

wie man leicht überprüfen kann, indem man die Ableitung dxs
dt = a � ea�t bildet und diese

zusammen mit xs(t) = ea�t in dieDifferentialgleichung(B.6) einsetzt. DieExponentialfunk-
tion hat die besondere Eigenschaft, daß ihre Ableitungwieder eine Exponentialfunktion ist:
d
dt (e

t ) = et . Nach der Kettenregel ist dann dxs
dt = a � ea�t , was in die Differentialgleichung

eingesetzt die offensichtli ch gültige, einfache Gleichunga � ea�t = a � (ea�t ) ergibt. Wie man
ebenfallsdurch Einsetzen überprüfen kann, ist auch

xhom (t) = k � ea�t (B.8)

für (B.6) eine Lösung, da dxh om
dt = k � a � ea�t = a � (k � ea�t ). Weil dies für beliebige k 2 R

gilt , gibt es unendlich viele Lösungen. Man nennt (B.8) die allgemeine Lösung und (B.7)
eine spezielle Lösung der homogenen Differentialgleichung(B.6), die sich für k=1 aus der
allgemeinen Lösungergibt. DieMengeL aller speziellen Lösungen einer homogenen, linea-
ren Differentialgleichungist ein Vektorraum51, d.h. sind x1(t) undx2(t) zwei verschiedene
spezielleLösungen für (B.6), so ist für beliebige � ; � 2 R auch

� � x1(t) + � � x2(t) (B.9)

einespezielleLösungfür (B.6). EinespezielleLösungerhält manausder allgemeinenLösung
oftmals aufgrund einer sogenannten Anfangsbedingung. Fordert eine konkrete Begebenheit
von dem dynamischen Modell beispielsweise, daß xzum Zeitpunkt t = 0 den Wert x0 haben

51Der Lösungsraum ist ein Untervektorraum der stetig differenzierbaren Funktionen C1(R):
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soll , so ist wegen xs(0) = k � ea�0 = k = x0 diespezielleLösungxs(t) = x0 � ea�t .

Für a > 0 beschreibt die Lösungsfunktion (B.8) ein exponentielles Wachstum. Häu� g � ndet
man in der Natur Prozesse, diedurch einen exponentiellen Zerfall beschrieben werden. Dann
ist a < 0. In solchen Fällen setzt man üblicherweise a = � 1

� und nennt 1
� die Zerfallskon-

stanteund� dieZeitkonstante, da ihreEinheit eineZeiteinheit (beispielsweiseMilli sekunde)
ist.

Die einfachsten Differentialgleichungen erster Ordnungsind solche mit getrennten Veränderlichen
in der Produktform:

dx
dt

= h(t) � f (x):

Multiplikation mit dt undDivision durch f (x) führt bei Nullstellenfreiheit von f (x) zur Trennung der
Veränderlichen durch das Gleichheitszeichen: 1

f (x) dx = h(t)dt. Beidseitige Integration ergibt

Z
1

f (x)
dx =

Z
h(t)dt

alsLösung. Im Falle von (B.6) ist f (x) = a � x undh(t) = 1. Somit folgt alsLösung
Z

1
a � x

dx =
1
a

� ln ja � xj + c1 =
Z

1dt = t + c2

) ln ja � xj = a � (t + c2 � c1)

) a � x = ea�t � eac2 � ac1

oder x = k � ea�t , wie in (B.8), mit einem beliebigen Koef� zienten k = 1
a � eac2 � ac1 .

Ein weiteresBeispiel für eine lineareDifferentialgleichungerster Ordnungist die inhomoge-
ne lineareDifferentialgleichung

dx
dt

= f (x; t) + g(t); (B.10)

bei der f (x) wieder eine lineare Funktion vonx ist. Da hier noch ein additiver Term, näm-
lich die sogenannte Störfunktion g(t), hinzu kommt, die völli g unabhängig von x ist, ist sie
inhomogen. Sei wieder f (x; t) = f (x) = a � x, sodaß mit

dx
dt

= a � x + g(t) (B.11)

eineinhomogenelineareDifferentialgleichungmit konstantenKoef� zienten vorliegt. DieDif-
ferenz zweier spezieller Lösungen xs1 undxs2 einer inhomogenen linearen Differentialglei-
chungist eineLösung der entsprechenden homogenen Differentialgleichung d

dt (xs1 � xs2 ) =
a(xs1 � xs2 ): Eine allgemeineLösungfür inhomogenelineareDifferentialgleichungen ergibt
sich darum aus der allgemeinen Lösung der homogenen Differentialgleichung durch Additi -
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B Anhangzur linearen Dynamik

on52 einer speziellen Lösungxs(t) = c(t) � ea�t der inhomogenen Differentialgleichung:

x i nh(t) = k � ea�t
| {z }
xh om (t )

+ c(t) � ea�t

| {z }
xs (t )

: (B.12)

Der Lösungsansatz wird als Variation der Konstante c = c(t) bezeichnet. Durch Auf� nden
einer entsprechenden Funktion c(t) ergibt sich die allgemeine Lösung. Dazu setzt man den
Ansatz in die inhomogeneDifferentialgleichung(B.11) ein underhält mit der Kettenregel

dx
dt

= k � a � ea�t + c(t) � a � ea�t +
dc(t)

dt
� ea�t

| {z }
d
dt (c(t)�ea � t )

= a � (k � ea�t + c(t) � ea�t )
| {z }

x i n h

+ g(t)

= k � a � ea�t + c(t) � a � ea�t + g(t):?? (B.13)

Kürzt man auf beiden Seiten k � a � ea�t + c(t) � a � ea�t , so bleibt noch

dc(t)
dt

� ea�t = g(t)
�
� �e� a�t

dc(t)
dt

= e� a�t � g(t):

Anschließende Integration führt auf:

c(t) =
Z t

0
e� a�t0

� g(t0) dt0: (B.14)

Damit lautet dieallgemeineLösungeiner inhomogenen linearen Differentialgleichungerster
Ordnungmit konstanten Koef� zienten:

x i nh(t) = k � ea�t + ea�t �
Z t

0
e� a�t0

� g(t0) dt0

= k � ea�t +
Z t

0
ea�(t � t0) � g(t0) dt0 (B.15)

Da in der Lösungsfunktion über alle vergangene Zeitpunkte von t0 = 0 bis zum gegenwär-
tigen Zeitpunkt t0 = t über g(t0) integriert wird, hängt die Lösung von der vergangenen
Entwicklung der Störfunktion ab. Bei Zerfallsprozessen (a < 0) bewirkt die exponentiel-
le Gewichtung im Integral, daß je weiter in der Zeit zurückgeschritten wird, die Werte der
Störfunktionimmer geringfügiger in dieLösungeingehen, also g(t) nur kurzzeitig nachwirkt
(Hysterese). Für Wachstumsprozesse(a > 0) sind dieAuswirkungen der Störfunktion um so
stärker gewichtet, je früher sie in der Zeit stattgefunden haben (Zinseszinseffekt). Wie in der
zweiten Zeilevon (B.15) deutlich zu erkennen ist, ergibt sich dieLösungaus der Faltung der
Störfunktiong(t) mit einer für a > 0 steigenden undfür a < 0 fallenden Exponentialfunktion
zu

x i nh(t) = k � ea�t + g(t) � ea�t :

52Die Menge aller Lösungen, der Lösungsraum, ist hier ein eindimensionaler af�n er Raum, im Gegensatz
zum Lösungsraum der homogenen linearen DGL also kein Vektorraum mehr.
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Typ der linearen Differentialgleichung AllgemeineLösung

homogen, mit konstanten Koef� zienten:

dx
dt

= f (x) = a � x
xhom (t) = k � ea�t

Vektorraum

inhomogen, mit konstanten
Koef� zienten:

dx
dt

= f (x) + g(t) = a � x + g

x i nh(t) = k � ea�t

+ ea�t �
Z t

0
e� a�t0

� g(t0) dt0

af� ner Raum
homogen:

dx
dt

= f (x; t) = a(t) � x
xhom (t) = k � e

R
a(t)dt

Vektorraum

inhomogen:

dx
dt

= f (x; t) + g(t) = a(t) � x + g(t)

x i nh(t) = k � e
R

a(t)dt

+ e
R

a(t)dt �
Z t

0
e�

Rt 0
a(t0)dt0

� g(t0) dt0

af� ner Raum

Tabelle 2: Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung. Die Lösungen in der er-
sten und dritten Zeile stellen Vektorräume gemäß (B.9) dar. Im Reellen sind ihre
Lösungsräume L = f x(t) = k � ea�t j k 2 Rg bzw. L =

�
x(t) = k � e

R
a(t)dt

�
� k 2 R

	
,

d.h. (x1 2 L; x2 2 L) ) (� � x1(t) + � � x2(t) 2 L) 8� ; � 2 R. Die Lösun-
gen in der zweiten und vierten Zeile bilden einen sogenannten af�n en Raum:
L =

n
x(t) = k � ea�t + � j k 2 R; � = ea�t �

Rt
0 e� a�t0

� g(t0) dt0
o

bzw. L =
n

x(t) = k � e
R

a(t)dt + �
�
� k 2 R; � = e

R
a(t)dt �

Rt
0 e�

R
a(t0)dt0

� g(t0) dt0
o

. Für sie trifft
(B.9) nicht zu. Es sind offensichtli ch die erste und die zweite Lösung Spezialfälleder dritten
undvierten Lösungfür a(t) = a = const.
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B Anhangzur linearen Dynamik

Lineare Differentialgleichungssysteme zweiter Ordnung

Differentialgleichungssystemevon nDifferentialgleichungen erster Ordnungwerden als Sy-
steme n-ter Ordnung bezeichnet. Eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnungläßt sich
als lineares System n-ter Ordnung darstellen. Lineare Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung können demnach als lineareSysteme zweiter Ordnungaufgefaßt werden.

Eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnungist beispielsweise die Differentialgleichung für
dasaus der Schulphysik bekannte gedämpfte harmonische Pendel:

m �
d2x
dt2 = � r �

dx
dt

� D � x (B.16)

oder

m �
d2x
dt2 + r �

dx
dt

+ D � x = 0 (B.17)

Dabei sind m (Masse des Pendels), D (Federkonstante) undr (Reibungskoef� zient) konstante Koef� -
zienten. Hierfür existiert analog zu (B.8) der Lösungsansatz:

x = k � e� �t

Einsetzen des Ansatzes in die DGL ergibt diesogenannte charakteristische Gleichung:

m � k � � 2 � e� �t + r � k � � � e� �t + D � k � e� �t = 0 ,

m � � 2 + r � � + D = 0 (B.18)

Für diesequadratische Gleichung gibt es im allgemeinen zwei Lösungen � 1;2 = � r �
p

r 2 � 4mD
2m , die je-

weilseiner speziellen Lösung der Differentialgleichungentsprechen. Ist � 1 6= � 2, so ist dieallgemeine
Lösung:

xall g = k1 � e� 1 �t + k2 � e� 2 �t (B.19)

Für den Fall , daß r 2 < 4mD, wird die Lösung komplex und der Realteil beschreibt eine gedämpfte
Oszill ation (Schwingfall ). Ist die Reibung hinreichend groß, r 2 > 4mD, so verhindert sie eine Oszil -
lation, und dieLösungist rein reell , nämlich eine abfallendeExponentialfunktion (Kriechfall ). Für den
aperiodischen Grenzfall , der durch � 1 = � 2 = � r

2m charakterisiert ist, lautet die allgemeine Lösung:

xall g;G = k1 � e� �t + k2 � t � e� �t (B.20)

Wieman durch Einsetzen überprüfen kann, ist x = k � t � e� �t ebenfalls eine Lösungfür (B.17).

DieNormalform

Um eine lineare Differentialgleichungzweiter Ordnunga1
d2x
dt2 + a2

dx
dt + a3x + a4 = 0 in

Form zweier linearer Differentialgleichungen erster Ordnung darzustellen, führt man eine
neue Funktion y(t) ein undsetzt diese gleich mit der ersten Ableitung vonx, d.h. man sub-
stituiert y = dx

dt und dy
dt = d2x

dt2 :

dx
dt

= y

dy
dt

=
1
a1

(� a2y � a3x � a4)
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Beispielsweise kann die Gleichungfür das gedämpfte harmonische Pendel

m �
d2x
dt2 = � r �

dx
dt

� D � x

in folgendes Differentialgleichungssystem umgeschrieben werden

dx
dt

= v

dv
dt

=
1
m

(� r � v � D � x)

DieseDarstellungeiner Differentialgleichung höherer Ordnungalsein System vonexpliziten
Differentialgleichungen erster Ordnungwird Normalformgenannt:

dx1

dt
= f 1(x1; x2; ::; xn ; t)

dx2

dt
= f 2(x1; x2; ::; xn ; t)

:::
dxn

dt
= f n (x1; x2; ::; xn ; t)

Ebenso kann eine Differentialgleichungmit zeitabhängigen Koef� zienten in ein System von
Differentialgleichungen mit konstanten Koef� zienten umgewandelt werden, indem man die
Zeit oder gegebenenfallsden zeitabhängigen Faktor substituiert. So wird

dx
dt

= a(t) � x

durch dieSubstitutiony = a(t) zu

dx
dt

= y � x

dy
dt

=
da
dt

:

Ein derartiges Differentialgleichungssystem ist zwangsläu� g nicht-linear, allein wegen der
ersten Gleichung, die mit dem Produkt zweier Zustandsvariablen nicht linear ist. Werden
nicht-autonomeSystem n-ter Ordnung durch Substitution der Zeit in ein autonomes System
überführt, so ist dieses(mindestens) von(n+1)-ter Ordnung. Im folgendenwerdenausschließ-
lich Systememit konstanten Koef� zienten betrachtet.
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B Anhangzur linearen Dynamik

Beispielsweise ergibt sich aus
dx
dt

= t2 � x

durch die Substitution y = t2 das folgende System zweiter Ordnung:

dx
dt

= y � x

dy
dt

= 2t = 2
p

y:

Ein lineares System n-ter Ordnungvon Differentialgleichungen mit konstanten Koef� zien-
ten ai j hat dieNormalform

dx1

dt
= a11 � x1 + a12 � x2 + ::: + a1n � xn + b1

dx2

dt
= a21 � x1 + a22 � x2 + ::: + a2n � xn + b2

:::
dxn

dt
= an1 � x1 + an2 � x2 + ::: + ann � xn + bn (B.21)

Anstelle der bi können bei nicht-autonomen Systemen zeitabhängige Summanden bi (t) auf-
treten. Diese lassen sich durch Einführungweiterer Funktion xn+ i = bi (t) in autonome Sy-
stemehöherer Ordnung überführen, welcheim allgemeinen jedoch nicht mehr linear sind. Im
Falle eines homogenen linearen Differentialgleichungssystemssindb1 = b2 = ::: = bn = 0.

In der Matrizen-Schreibweise lautet das inhomogene System mit konstanten Koef� zienten
dx
dt = A x + b, d.h. für n=2

d
dt

�
x1

x2

�

| {z }
dx
dt

=
�

a11 a12

a21 a22

�

| {z }
A

�
�

x1

x2

�

| {z }
x

+
�

b1

b2

�

| {z }
b

(B.22)

Für b = (0; 0)T erhält man das entsprechendehomogeneSystem mit konstanten Koef� zien-
ten:

d
dt

�
x1

x2

�

| {z }
dx
dt

=
�

a11 a12

a21 a22

�

| {z }
A

�
�

x1

x2

�

| {z }
x

(B.23)

Sind x1 undx2 Zustandsvariablen, so bezeichnet man x als Zustandsvektor und die Einträge
der Koef� zientenmatrix A alsSystemparameter.
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Im Beispiel des gedämpften harmonischen Pendels (B.17) ist dasSystem der Differentialgleichungen
(mit x1 = x undx2 = v) in der Normalform gegeben durch dx

dt = A x, d.h.

d
dt

�
x1

x2

�

| {z }
dx
dt

=
�

0 1
� D
m

� r
m

�

| {z }
A

�
�

x1

x2

�

| {z }
x

Der Lösungsansatz

x =
�

x1

x2

�
= e� x � v

führt auf die Eigenwertgleichung
dx
dt

= � � v = A � v ;

die sich folgendermaßen umformen läßt:

(A � � I ) � v =
�

0
0

�
; mi t der E inhei tsmatr ix I =

�
1 0
0 1

�
:

DieseshomogenelineareGleichungssystem ist genau dann nicht-trivial lösbar, wenn dieDeterminante
der Koef� zientenmatrix verschwindet, d.h. wenn

det(A � � I ) = 0

Ausdieser Forderungergibt sich die charakteristische Gleichungaus (B.18)

det
�

0 � � 1
� D
m

� r
m � �

�
= (� � ) � (

� r
m

� � ) �
� D
m

= � 2 +
r
m

� � +
D
m

= 0

mit den oben bereits berechneten Lösungen � 1;2 = � r �
p

r 2 � 4mD
2m , welche jeweils in die Eigen-

wertgleichung einzusetzen sind, um für � 1 6= � 2 die beiden linear unabhängigen Eigenvektoren
v1 und v2 zu bestimmen. Die allgemeine Lösung ist in diesem Falle durch die Linearkombination
xall g = k1 � e� 1 �t � v1 + k2 � e� 2 �t � v2 gegeben.

Homogene lineare Systememit konstanten Koef� zienten

Ein System n-ter Ordnungdx
dt = A x mit einer konstanten Koef� zientenmatrix A , welche n

linear unabhängigeEigenvektorenv1; :::; vn zu den n verschiedenen Eigenwerten � 1; :::; � n

besitzt, hat stetseine analytischeLösungx(t), welchenach (A.17) alsLinearkombination der
Eigenvektoren wie folgt dargestellt werden kann:

x(t) =
nX

i = 1

ci (t)v i

Setzt man dies in dx
dt = A x ein, so folgt für die Koef� zienten die einfache Differentialglei-

chungerster Ordnungdci
dt = � i ci , welche nach (B.8) die allgemeine Lösungci (t) = ki � e� i t
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B Anhangzur linearen Dynamik

hat. Die allgemeineLösungfür dx
dt = A x lautet demnach

xall g(t) =
nX

i = 1

ki � e� i tv i| {z }
i � te M ode

: (B.24)

Man bezeichnet die einzelnen Summanden hierbei als Moden. Der Lösungsraum ist ein n-
dimensionaler Vektorraum, sodaß, wie im eindimensionalen Fall durch (B.9) beschrieben,
dieLinearkombinationen zweier spezieller Lösungen ebenso in dem Lösungsraum enthalten
sind.

Ein homogenes linearesSystem zweiter Ordnungmit konstanten Koef� zienten

d
dt

�
x1

x2

�

| {z }
dx
dt

=
�

a11 a12

a21 a22

�

| {z }
A

�
�

x1

x2

�

| {z }
x

(B.25)

hat stetsdie analytischeLösung

xall g = k1 � e� 1 �t � v1 + k2 � e� 2 �t � v2; (B.26)

welche für � 1 6= � 2 dieallgemeineLösungdes Systems ist. Der Lösungsraum ist ein zweidi-
mensionaler Vektorraum. DieEigenwerte � 1;2 der Eigenwertgleichung

dx
dt

= � � x = A � x; (B.27)

welchemit der Einheitsmatrix I auch in der folgenden Form geschrieben werden kann

(A � � I ) � v =
�

0
0

�
; (B.28)

berechnen sich aus der charakteristischen Gleichung

det
�

a11 � � a12

a21 a22 � �

�
= 0

oder durch dieKoef� zientenmatrix A ausgedrückt

� 2 � spur (A )
| {z }

�

�� + det(A )
| {z }

�

= 0

zu

� 1;2 =
+ � �

p
� 2 � 4�
2

; (B.29)

wobei � = spur (A) = a11 + a22 und� = det(A) = a11a22 � a12a21.
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Beispiel: Für das System zweiter Ordnung
� d

dt x1
d
dt x2

�
=

�
1 1
4 � 2

� �
x1

x2

�

ergeben sich aus der Koef� zientenmatrix

A =
�

1 1
4 � 2

�

� = spur (A) = 1 � 2 = � 1 und� = det(A) = � 2 � 4 = � 6. Somit ist � 1;2 = � 1�
p

1+ 24
2 und die

Eigenwerte betragen � 1 = 2 und� 2 = � 3. Einsetzen der Eigenwerte in (B.28)
�

1 � � 1
4 � 2 � �

� �
v1

v2

�
=

�
0
0

�

ergibt für � 1 = 2 �
� 1 1
4 � 4

� �
v1

v2

�
=

�
0
0

�

und somit die Lösung v1 = v2, sodaß beispielsweise v1 =
�

1
1

�
ein Eigenvektor zum Eigenwert

� 1 = 2 darstellt . Entsprechend erhält man für � 2 = � 3 mit
�

4 1
4 1

� �
v1

v2

�
=

�
0
0

�

die Lösung 4v1 = � v2und damit als Eigenvektor v2 =
�

� 1
4

�
. Demzufolge ist die allgemeine

Lösung nach (B.26) durch

xall g = k1 � e2�t �
�

1
1

�
+ k2 � e� 3�t �

�
� 1
4

�

gegeben.
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B Anhangzur linearen Dynamik

Komplexe Eigenwerte. Aus der Spur � und der Determinante � der Koef� zientenmatrix
A sind diewesentlichen Lösungseigenschaften abzulesen, insbesondere ist zu erkennen, daß
die Lösung komplex wird, wenn 4� > � 2 (schattierter Bereich in Abbildung 47), da dann
der Radikant in der Wurzel von (B.29) negativ wird. Die Eigenwerte � 1;2 sind in diesem
Falle konjugiert komplexe Zahlen � 1 = � + i � ! und � 2 = � � i � ! . Dabei ist i =

p
� 1

die imaginäre Einheit, � der Realteil Re(� ) und � ! der Imaginärteil I m(� ). Ebenso sind
die Eigenvektoren v1 undv2 komplex konjugierte Vektoren. Wegen der Eulerschen Formel
(B.37) ist

e[� + i �! ]t = e� �t � ei �! t =|{z}
(Euler)

e� �t � [i � sin(! t) + cos(! t)]:

Einephysikalisch sinnvolleLösung kann immer nur reell sein, d.h., xall g 2 (R � R), weil es
in der Natur keinekomplexen Zustandsvariablen gibt. Dader durch Lx = d

dt x � A x gegebe-
neOperator linear ist, gilt L [Re(x) + i � I m(x)] = L Re(x) + i � L I m(x). Nach (B.25) ist x
genau danneineLösung, wennLx = 0, wasnur mit L Re(x) = 0 undL I m(x) = 0 möglich
ist. Folglich sind Realteil und Imaginärteil 53 der komplexen Lösung für sich ebenfalls Lö-
sungen. Da die komplex konjugierten Lösungen zum einen linear unabhängig sind undsich
zum anderen aus der Linearkombination vonRealteil undImaginärteil ergeben, müssen der
Realteil 54

Re(x) = k � e� t � cos(! t) � Re(v1) � k � e� t � sin(! t) � I m(v1)

= k � e� t � [cos(! t) � Re(v1) � sin(! t) � I m(v1)]

und der Imaginärteil

I m(x) = k � e� t � sin(! t) � Re(v1) + k � e� t � cos(! t) � I m(v1)

= k � e� t � [sin(! t) � Re(v1) + cos(! t) � I m(v1)]

ebenfalls linear unabhängige spezielle reelle Lösungen sein. Ihre Linearkombination spannt
somit den zweidimensionalen reellen Lösungsraum auf, und diereelle allgemeineLösungist:

xall g = k1 � e� t [cos(! t) � Re(v1) � sin(! t) � I m(v1)]

+ k2 � e� t [sin(! t) � Re(v1) + cos(! t) � I m(v1)]: (B.30)

Aperiodischer Grenzfall . In den Fällen, da wegen 4� < � 2 der Radikant in der Wurzel
von(B.29) positiv wird, ist die allgemeineLösung(B.26) stets reell . Diesgilt auch für 4� =
� 2 (Parabel in Abbildung 47), jedoch ergibt sich hierfür nur ein Eigenwert � 1 = � 2 = � .

53Man beachte, daß der Imaginärteil selbst nicht imaginär ist, sondern erst sein Produkt mit der imaginären
Einheit i (

p
� 1 = i ).

54In diesem Beispiel wurde die Lösungzum Eigenwert mit positivem Imaginärteil gewählt. Alternativ kann
man v1 durch v2 ersetzen, wenn man zudem ! durch � ! ersetzt, wobei sich lediglich das Vorzeichen von
I m(x) ändert.
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Beispiel: Für das System zweiter Ordnung
� d

dt x1
d
dt x2

�
=

�
1 � 1
1 1

� �
x1

x2

�

mit der Koef� zientenmatrix

A =
�

1 � 1
1 1

�

ist � = spur (A) = 2 und� = det(A) = 1 + 1 = 2. Mit � 1;2 = 2�
p

4� 8
2 erhält man die konjugiert

komplexen Eigenwerte � 1 = 1 + i und� 2 = 1 � i . Einsetzen der Eigenwerte in
�

1 � � � 1
1 1� �

� �
v1

v2

�
=

�
0
0

�

ergibt für � 1 = 1 + i �
� i � 1
1 � i

� �
v1

v2

�
=

�
0
0

�

mit der Lösungv1 = iv2, sodaß v1 =
�

i
1

�
einen Eigenvektor zum Eigenwert � 1 = 1 + i darstellt .

Entsprechend erhält man für � 2 = 1 � i den konjugiert komplexen Eigenvektor v2 =
�

� i
1

�
. Die

allgemeine Lösungist der komplexe Ausdruck

xall g = k1 � e(1+ i )�t �
�

i
1

�
+ k2 � e(1� i )�t �

�
� i
1

�
:

Die allgemeine reelle Lösungist mit (B.30) durch

xall g = k1 � et [cos(t) �
�

0
1

�
� sin(t) �

�
1
0

�
] + k2 � et [sin(t) �

�
0
1

�
+ cos(t) �

�
1
0

�
]

= k1 � et
�

� sin(t)
cos(t)

�
+ k2 � et

�
cos(t)
sin(t)

�

gegeben.
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B Anhangzur linearen Dynamik

Entweder erhält man zu diesem Eigenwert zwei li near unabhängige Eigenvektoren v1 und
v2 oder bis auf skalare Multiplikation nur einen einzigen Eigenvektor v , d.h. einen eindi-
mensionalen Eigenraum zum Eigenwert � . Im letzten Fall stellen die Eigenvektoren allein
noch keine Basis des Lösungsraumes dar, sodaß eine weitere vom Eigenvektor v linear un-
abhängige spezielle Lösung gesucht werden muß55. Ergeben sich zwei li near unabhängige
Eigenvektoren, so ist jeder beliebige Vektor w ebenfalls ein Eigenvektor zum Eigenwert � .
Dieswird ersichtli ch, indem man einen will kürlich gewählten Vektor w alsLinearkombinati-
on der Eigenvektoren w = c1v1 + c2v2 schreibt undzeigt, daß dieser dieEigenwertgleichung
erfüllt:

A w = A (c1v1 + c2v2) = c1A v1 + c2A v2 = c1� v1 + c2� v2 = � w:

Inhomogene lineare Systememit konstanten Koef� zienten

Wie bei der eindimensionalen inhomogenen linearen Differentialgleichungen ist auch bei n-
dimensionalen inhomogenen linearen Differentialgleichungssystemen der Lösungsraum ein
sogenannter af� ner Raum, der hierbei dieDimension n hat undsich ausdem Vektorraum der
allgemeinen Lösungen des homogenen Systems

xhom = k1v1 + ::: + knvn

durch Verschiebung um den Vektor xs ergibt, der eine beliebige spezielle Lösung des inho-
mogenen Systems ist. DieLösung von d

dt x i nh = A x i nh + b lautet demnach

x i nh = xs + k1v1 + ::: + knvn (B.31)

Wieim eindimensionalenFall kannxs auch hier durchVariation der Konstantek = (k1; :::; kn) =
k(t) ermittelt werden. Da die v1; :::; vn eine Basis des Lösungsraumes des homogenen Sy-
stemsdarstellen, sindsielinear unabhängig und dieDeterminanteder durch X = (v1; :::; vn )
de� nierten Matrix ist ungleich Null , woraus die Invertierbarkeit von X folgt. Die durch
x = X u beschriebene lineare Abbildung bildet die Einheitsvektoren auf die v1; :::; vn ab
(Spalten vonX sind die Bilder der Einheitsvektoren). Darum sind die Einheitsvektoren die
Bilder der inversen Abbildungangewandt auf die v1; :::; vn , d.h. ei = X � 1v i . Demnach ist
u = X � 1xhom = X � 1(k1v1 + ::: + knvn ) = k = (k1; :::; kn ) ein konstanter Vektor.

Nunerfolgt dieVariation des in jeder speziellen homogenen Lösung konstanten Vektorsk =
k(t). Ausxhom = X k(t) folgt durch Ableiten nach t, daß d

dt xhom = ( d
dt X )k(t) + X ( d

dt k(t)) .
Einsetzen dieses Ansatzes in die inhomogene Gleichung d

dt x i nh = A x i nh + b ergibt analog
zu (B.13)

(
d
dt

X )k + X (
d
dt

k) = AX k + b:

Weil aber dieSpalten vonX dieLösungen deshomogenen Systems sind, ist d
dt X = AX und

( d
dt X )k = AX k. Somit bleibt X ( d

dt k) = b oder äquivalent formuliert

d
dt

k = X � 1(t) � b(t):

55Einedetailli erteErläuterung der Vorgehensweiseist beispielsweise in [Wal96] zu � nden.
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Durch Integrationerhält man analog zu (B.14)

k(t) =
Z t

t0

X � 1(t) � b(t) dt

und diespezielleLösung des inhomogenen Systems lautet:

xs(t) = X k(t) = X (t) �
Z t

t0

X � 1(t) � b(t) dt (B.32)

DasAnfangswertproblem

Dader Lösungsraum einesn-dimensionalen autonomen Systemsunendlich vieleFunktionen
beinhaltet, ist zur Bestimmungeiner speziellen Lösungein Satz von nAnfangsbedingungen

x1(0) = x0
1

x2(0) = x0
2

:::

xn (0) = x0
n

nötig. Das Existenz- und Eindeutigkeitstheorem besagt, daß für ein dynamisches System
d
dt x = f (x) mit der Anfangsbedingungx(0) = x0 in einem Zeitintervall (� � ; � ) um t = 0
stets eine eindeutige Lösung x(t) existiert, sofern die partiellen Ableitungen @f i

@x j
(i ; j =

1; :::; n) stetig in einem zusammenhängendem, offenem Gebiet D � Rn um x0 sind, d.h. alle
f i (xx ; :::; xn ) für i = 1; ::; n dort stetig partiell differenzierbar sind. Das bedeutet, daß für li -
neareSystememit konstanten Koef� zienten zu jeder Anfangsbedingungstetseine eindeutige
Lösung global existiert.

Der zweidimensionale Phasenraum

Diespeziellen Lösungen einesautonomen SystemsvonDifferentialgleichungen der Ordnung
n, welche die Voraussetzungfür das Existenz- undEindeutigkeitstheorems erfüllen, können
als sogenannte Trajektorien in einem n-dimensionalen Phasenraum dargestellt werden (Ab-
bildung 43 und 44). DieseDarstellungwird auch alsPhasenportrait bezeichnet. Der Phasen-
raum (oder auch Zustandsraum) wird von den Koordinaten des Zustandsvektors x(t) aufge-
spannt. Punkte im Phasenraum de� nieren entsprechende Systemzustände. Trajektorien sind
gerichtete Kurven im Phasenraum, entlang derer sich das dynamische System mit der Zeit
entwickelt. Verschiedene Trajektorien können sich niemals schneiden, da sonst im Schnitt-
punkt der weitere zeitli cheVerlauf nicht eindeutig wäre (im Widerspruch zum Existenz- und
Eindeutigkeitstheorem). Zu jeder Anfangsbedingung gibt esgenau eineTrajektorie, sodaßes
unendlich viele Trajektorien gibt, von denen jede einer speziellen Lösung des Differential-
gleichungssystemsentspricht. Für Systeme zweiter Ordnungist der Phasenraum zweidimen-
sional undwird von den Zustandsvariablen x1 = x undx2 = y aufgespannt.

255



B Anhangzur linearen Dynamik

Ausdem Phasenportrait kannman alle charakteristischen Systemeigenschaften ablesen. Die-
se lassen sich besonders durch das Einzeichnen eines normierten Richtungsfeldes veran-

schaulichen, wobei jedem Punkt x(t) im Phasenraum ein normierter Richtungsvektor
d
dt x

k d
dt xk

zugeordnet wird, der die Bewegungsrichtung im Phasenraum an diesem Punkt angibt (Ab-
bildung 42). Mit Hinblick auf das langfristige Verhalten eines Systems sind die stabilen

Abbildung 42: Richtungsfeld imPhasenraum mit stabilemFixpunkt undNullklinen, wieman
diebeiden eingezeichneten Geraden nennt, bei welchen dieAbleitungeiner Zustandsvariable
Null i st. Das Richtungsfeld kann dort keine Komponente in die Richtung dieser Zustandsva-
riablehaben. Wo sich alleNullklinen schneiden, liegt ein Fixpunkt.

Systemzustände eines der wichtigsten Charakteristika dynamischer Systeme, weil sie einen
möglichen Endzustand in der zeitli chen Entwicklung des Systems darstellen. Systemzustän-
de oder Zustandsabfolgen, auf die sich das dynamische System innerhalb einer Umgebung
stets zu entwickelt, um dann in diesen zu verharren, werden als Attraktoren bezeichnet. Sol-
che Attraktoren können sehr vielgestaltig sein, von einzelnen Systemzuständen (Punkte im
Phasenraum) bis hin zu geschlossenen oder gänzlich unregelmäßigen Trajektorien im Pha-
senraum. Punktförmige Attraktoren sind die stabilen Fixpunkte des Systems. Ein Fixpunkt
x � = (x �

1; x �
2; ::; x �

n )T im Phasenraum ist ein Systemzustand, in dem das System sich nicht
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mehr verändert. Mathematisch ausgedrückt heißt dies:

@x1

@t

�
�
�
�
x �

= 0

@x2

@t

�
�
�
�
x �

= 0

:::
@xn

@t

�
�
�
�
x �

= 0 (B.33)

Ein Fixpunkt ist offensichtli ch ein stationärer Zustand des Systems. Die Menge aller Pha-
senraumpunkte, auf denen eine partielle Ableitungen verschwindet, werden als Nullklinen
bezeichnet. Ein Fixpunkt ist demnach der Schnittpunkt aller Nullklinen. Führen alle Tra-
jektorien in einer Umgebung des Fixpunktes in den Fixpunkt hinein, so handelt es sich um
einen stabilen Fixpunkt. Formal lautet dies: Ein Fixpunkt x � ist genau dann stabil , wenn ein
� > 0 existiert, sodaß limt !1 x(t) = x � für alle x(0) mit kx(0) � x � k < � . Der Fixpunkt
wird darum als stabil bezeichnet, weil nach jeder hinreichend kleinen Auslenkung diesesSy-
stemzustands sich das System für t ! 1 wieder zurück zum Fixpunkt entwickelt. Über das
Verhalten des Systems zwischen t = 0 und dem Erreichen des Fixpunktes sagt die Stabilit ät
allein noch nichts aus. Ein Fixpunkt x � ist genau dann Lyapunov-stabil , wenn es zu jedem
" > 0 ein � > 0 gibt, sodaß für alle t > 0 gilt: kx(t) � x � k < ", falls kx(0) � x � k < � . Ist
ein Fixpunkt sowohl stabil , als auch Lyapunov-stabil , so wird er als asymptotisch stabil be-
zeichnet. Unmittelbar um einen asymptotisch stabilen Fixpunkt herum müssen folglich alle
Richtungsvektoren auf den Fixpunkt zeigen (Abbildung 42). Es sindselteneAusnahmefälle,
bei denen ein Fixpunkt stabil , aber nicht asymptotisch stabil i st, weshalb im folgenden stabil
im Sinne von asymptotisch stabil zu interpretieren ist. Dem umgekehrte Fall , daß ein Fix-
punkt Lyapunov-stabil aber nicht stabil i st, begegnet man hingegen öfter.

LineareSystememit konstanten Koef� zienten, wie(B.21), haben sehr spezielleSystemeigen-
schaften, dabei diesenSystemen(B.33) zu einemlinearenGleichungssystemwird. Stationäre
Zuständekönnen dann, dem Lösungsraumeineshomogenen linearen Gleichungssystemsent-
sprechend, nur ein einzelner Fixpunkt, Fixpunktgeraden (wieim zweiten Graphen vonAbbil -
dung 45) oder mehrdimensionaleFixpunkt� ächen sein. Man spricht bei Fixpunkt� ächen oder
Fixpunktgeraden auch vonnicht-isolierten Fixpunkten. Solche setzen voraus, daß die Deter-
minante der Koef� zientenmatrix verschwindet, also � = det(A ) = a11a22 � a12a21 = 0
erfüllt i st. Wenn es in einem linearen System einen Attraktor gibt, so ist dieser entweder ein
Fixpunkt oder eineFixpunktgeraden bzw. eine zwei- oder höherdimensionaleFixpunkt� äche.

Die Systemeigenschaften sind im wesentlichen durch die Eigenwerte � 1;2 aus (B.29) festge-
legt, während die Orientierung der Eigenvektoren lediglich eine af� ne Verzerrung der durch
die Eigenwerte bestimmten Phasenraumcharakteristik bewirken. Sind die Eigenwerte � 1;2

komplexeZahlen � 1 = � + i � ! und� 2 = � � i � ! , so beschreibt der Imaginärteil (wie im
vorangegangenen Abschnitt erläutert) eine oszill atorische Komponente der reellen Lösung
(B.30). In diesen Fällen stellt das Phasenportrait entweder einen stabilen (� < 0) oder einen
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Abbildung 43: Trajektorie eines stabilen Spiralpunktes (rechts). Von jedem Anfangszustand
aus läuft die Trajektorie in den Spiralpunkt hinein, der ein Fixpunktattraktor ist. Dies ent-
spricht einem gedämpften harmonischen Oszill ator. Links sind die Zustandsvariablen über
dieZeit aufgetragen.

instabilen (� > 0) Spiralpunkt dar, je nachdem ob der Realteil � positiv oder negativ sind.
Ein stabiler Spiralpunkt (Abbildung 43) ist ein stabiler Fixpunkt, in den dasSystem spiralför-
mig hineinoszilli ert. Entsprechend ist ein instabiler Spiralpunkt ein instabiler Fixpunkt, aus
dessen Umgebung das System herausoszilli ert. Im ersten Fall handelt es sich, wie bei jedem
isolierten stabilen Fixpunkt um einen Attraktor, im zweiten Fall spricht man voneinem Re-
pellor, dasich alleTrajektorien desSystemsin der Umgebung desinstabilen Fixpunktes stets
von diesem entfernen. Bei einem homogenen System liegt der Spiralpunkt im Ursprung, bei
einem inhomogenen System ist er um den Vektor xs aus (B.31) vom Ursprung verschoben.
Im Grenzfall verschwindet der Realteil gänzlich (� = 0) und die Lösungstellt ein Zentrum
(Abbildung 44) dar, welches bei dem homogenen linearen System einen Fixpunkt im Ur-
sprung hat. Bei dem inhomogenen System ist der Fixpunkt durch den Vektor x0 aus (B.31)
vom Ursprung verschoben. Um den Fixpunkt verlaufen die Trajektorien im zweidimensio-
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Abbildung 44: Trajektorie einesZentrumsimPhasenraum(rechts). Diesentspricht einemun-
gedämpften (reibungsfreien) harmonischen Oszill ator. Ein Zentrum hat keinen stabilen Fix-
punkt undkeinen Attraktor. Links sind dieZustandsvariablen über dieZeit aufgetragen.

nalen Phasenraum elli psenartig. Der Fixpunkt ist weder stabil noch instabil . Er ist jedoch
Lyapunov-stabil , da alle Trajektorien, die in einer hinreichend kleinen Umgebung des Fix-
punktes starten, in einer Umgebung des Fixpunktesverweilen.

Liegt eine rein reelle Lösung vor, so ergibt sich für zwei voneinander verschiedene nega-
tive Eigenwerte � 1; � 2 < 0 ein stabiler Fixpunkt (stabiler Knoten), da die Lösungsfunktion
in beideEigenrichtungen einen exponentiellen Zerfall darstellt . Entsprechend erhält man für
zwei voneinander verschiedene positiveEigenwerte � 1; � 2 > 0 einen instabilen Knoten. Bei
der rein reellen Lösung mit � 1 = � 2 < 0 wird der stabile Fixpunkt als Stern (3. Graph in
Abbildung 45) bezeichnet, wenn der Eigenraum zweidimensional ist. Dann ist, wie in Ab-
bildung 45zu erkennen, jeder beliebige Vektor ein Eigenvektor zum Eigenwert � . Liegt ein
eindimensionaler Eigenraum vor, so spricht man von einem degenerierten Knoten (Abbil -
dung 46). Ist umgekehrt � 1 = � 2 > 0, so stellt der Stern (bzw. der degenerierte Knoten)
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B Anhangzur linearen Dynamik

Abbildung 45: Fixpunkte imPhasenraum: Sattelpunkt, Fixpunktgerade, stabiler undinstabi-
ler Stern

einen instabilen Fixpunkt dar (4. Graph in Abbildung 45).

Knoten, Spiralpunkte und Sterne sind je nach Stabilit ät entweder Attraktoren oder Repel-
loren. Sind die Eigenwerte rein reell aber mit unterschiedlichem Vorzeichen, so ergibt sich
nach (B.26) ein Fixpunkt, der weder stabil , noch instabil i st undals Sattelpunkt bezeichnet
wird (1. Graph in Abbildung 45), da Auslenkungen vom Fixpunkt in die eine Eigenrichtung
exponentiell wachsen, wohingegen sie in die andere Eigenrichtung exponentiell zerfallen.
Der letztenoch möglicheFall i st der, bei dem ein Eigenwert Null i st und der anderevonNull
verschieden. Unter diesem Umstand ergeben sich nicht-isolierte Fixpunkte, d.h. im zwei-
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Abbildung 46: Degenerierter Knoten.

dimensionalen Phasenraum eine Fixpunktgerade entlang des Eigenvektors mit dem Eigen-
wert Null (Abbildung 45, rechts oben). Je nach dem Vorzeichen des von Null verschiedenen
Eigenwertes stellt die Fixpunktgerade einen Attraktor oder einen Repellor dar. Sind beide
Eigenwerte Null , so kann man nicht von einem dynamischen System sprechen, da nun der
gesamtePhasenraum aus Fixpunkten besteht.

DadieEigenwertediePhasenraumcharakteristik bestimmen, ist diesebereitsdurch dieSpur
� und die Determinante � der Koef� zientenmatrix A festgelegt, aus welcher sich die Ei-
genwerte berechnen. Abbildung 47zeigt die Klassi� zierung linearer Systeme durch � und
� . Zentren, Sterne, degenerierte Knoten und nicht-isolierteFixpunktesind als Grenzfällezu
erkennen undwerden entsprechend bezeichnet. Es ist festzuhalten, daß die Attraktoren in
linearen Systemen stets nur Fixpunkte, Fixpunktgeraden oder Fixpunkt� ächen sein können,
insbesondere gibt es keine stabilen Grenzzyklen, bei denen der Attraktor eine geschlossene
Trajektoriedarstellt undkeine Multistabilit ät (mehr als ein Attraktor). Dies folgt ausder Lö-
sung desfür diesen Fall li nearen Gleichungssystems(B.33) und gilt für alle linearen Systeme
unabhängig von der Dimension.
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B Anhangzur linearen Dynamik

Abbildung 47: Klassi� zierunglinearer Systeme. Imroten Bereich innerhalb der Parabel wer-
den dieEigenwerte komplex, sodaß diereelleLösungeineoszill atorischeKomponente erhält.

Reihenentwicklung und Linear isierung von Funktionen

Viele gewöhnliche Funktionen können durch die Taylor-Entwicklung um einen Punkt t0 als
Potenzreihen dargestellt werden:

x(t) = x(t0) +
dx
dt

�
�
�
�
t0

(t � t0) +
d2x
dt2

�
�
�
�
t0

(t � t0)2

2!
+

d3x
dt3

�
�
�
�
t0

(t � t0)3

3!
+ :::

=
1X

n= 0

dnx
dtn

�
�
�
�
t0

(t � t0)n

n!
(B.34)

=
1X

n= 0

an (t � t0)n mit an =
dn x
dtn

�
�
t0

n!
(B.35)

Warum das so ist, erkennt man leicht an dem Spezialfall t0 = 0: Hierfür ist diePotenzreihe

x(t) =
1X

n= 0

an � tn

durch dieKoef� zienten

an =
dn x
dtn

�
�
t= 0

n!
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gegeben. Dies gilt wegen

x(t) = a0 + a1t1 + a2t2 + a3t3 + a4t4 + ::: ) x(t)j t= 0 = a0 ) a0 =
x(t)j t= 0

0!

dx
dt

= a1 + 2a2t1 + 3a3t2 + 4a4t3 + ::: )
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dt1
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dt1
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Die Annäherung durch endliche Summen wird umso genauer, je mehr Summenglieder be-
rücksichtigt werden56. Zudem triff t sie umso besser die approximierte Funktion, je näher
man dem Entwicklungspunkt t0 kommt (Abbildung 48 undAbbildung 49).

Beispiel 1: Entwicklung der Sinusfunktionan der Stelle t0 = 0

sin(t) = sin(0) + cos(0) � t � sin(0) �
t2

2
� cos(0) �

t3

6
+ sin(0) �

t4

24
+ :::

= t �
t3

6
+

t5

120
� :::

Beispiel 2: Entwicklung der Exponentialfunktionan der Stelle t0 = 1

exp(t) = et � e1 + e1 � (t � 1) + e1 �
(t � 1)2

2
+ e1 �

(t � 1)3

6
+ :::

Beispiel 3: DieEulerscheFormel.

56Voraussetzung ist die absolute Konvergenz der Reihe auf dem betrachteten Intervall des De� nitionsbe-
reichs. Jede Potenzreihe hat einen Konvergenzradiusr (0 � r � 1 ), innerhalb dessen sie für jt j < r absolut
konvergiert undfür jt j > r divergiert. Der Konvergenzradiusist bei den typischen Anwendungsfällen meistens
der gesamte De� nitionsbereich der Funktion x(t). Es gibt jedoch viele Beispiele von endlichen Konvergenz-
radien, wie bei der geometrischen Reihe x(t) =

P 1
n = 0 tn , welche den Konvergenzradius r = 1 hat. Bei der

Taylorentwicklung kann dieser Konvergenzradius durch die Fakultäten im Nenner bis ins Unendliche erhöht
werden, jedoch muß dies nicht immer geschehen. So hat beispielsweise die Taylor-Entwicklung des Logarith-
mus an der Stelle t0 = 1: x(t) = log(t) =

P 1
n = 0(� 1)n � 1 1

n (t � 1)n lediglich den Konvergenzradiusvon 1
(einedetailli erteDarstellung� ndet man beispielsweise in [Wal92]).
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B Anhangzur linearen Dynamik

Abbildung 48: Taylor-Entwicklung der Sinusfunktion an der Stelle 0 bis zum ersten, dritten,
bzw. fünften Reihenglied. Der erste Graph zeigt die lineare, der zweite die kubische Nähe-
rung.

Für komplexeZahlen
c = a + ib

mit
p

i = � 1 gibt es die Darstellung durch den Betrag jcj =
p

a2 + b2 und die Phase � =
arctan( b

a ) in der Form
c = jcj (cos� + i � sin� ) :

Dabei sind a =
p

a2 + b2 � cos� undb =
p

a2 + b2 � sin� . DieEulersche Formel ermöglicht
eineweitere Darstellung komplexer Zahlen durch dieExponentialfunktionen:

c = a + ib= jcj � ei �� : (B.36)

Mit der Taylor-Entwicklung um den Nullpunkt kann man zeigen, warum für diePhase

cos� + i � sin� = ei �� (B.37)
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L ineare Näherung

Bei der linearen Näherungbricht man diePotenzreihenentwicklung nach dem linearen Glied
ab:

x(t) � x(t0) +
dx
dt

�
�
�
�
t0

(t � t0) (B.38)
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Abbildung 49: Taylor-Entwicklung der Exponentialfunktion an der Stelle 1. In dem ersten
Graphen ist die lineare, imzweiten diequadratischeNäherung neben der eigentlichen Funk-
tioneingezeichnet. Diebeiden unteren Graphen stellen dieEntwicklung bis zumdritten, bzw.
vierten Reihenglied dar.

Sie ist darum nur in einer engen Umgebung oder für kleine Auslenkungen von t0 aussa-
gekräftig. Da nicht-lineare Systeme sehr schwer oder, wie in den meisten Fällen, überhaupt
nicht analytisch zu berechnen sind, behil ft man sich in der Systemtheorieoftmalsmit li nearen
Näherungen (z.B. Kleinsignalanalyse). Auch dieStabilit ätsanalysefür nicht-lineareSysteme
verwendet die lineare Näherung(Abschnitt 2.3.2) um einen stationären Punkt, sofern das li -
neareGlied vonNull verschieden ist. In einem linearen System ist jeder stabileFixpunkt glo-
bal stabil , d.h. Trajektorien für beliebige Anfangsbedingungen verlaufen für t ! 1 in den
Fixpunkt hinein. Anders ist dies bei nicht-linearen Systemen, bei denen ein � > 0, welches
l imt !1 x(t) = x � für alle x(0) mit kx(0) � x � k < � erfüllt , eventuell sehr klein sein muß.
Bei der Stabilit ätsanalysenicht-linearer Systeme müssen darum derart kleine Auslenkungen
� = x(t) � x � vom stationären Zustandx � betrachtet werden, daßk� k < � stetsgewährleistet
ist, was eine lineareNäherung um den stationären Zustandx � zweifelsfrei rechtfertigt.
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