A Anhang zur linearen Algebra

Der interdisziplinédre Charakter von Organic Computing erfordert die Einigungauf eine ge-
meinsame Grundage der Verstandigung in welcher der Mathematik eine entscheidende Rol-
le aukommt. Diese beruht zum einen auf dem integrativen Vermogen der Mathematik, of-
fene Fragen und Probleme aus den urterschiedlichsten Wissenschaften in der ihr eigenen
Formulierungauf ein und dasslbe Problem zuriickzufihren. Zum anderen werden komple-
xe Vorgange oftmals durch die mathematische Abstraktion Uberhaupt erst begreifbar. Die
anschliefRende Einleitung werfolgt den Zwedk, auch skeptische Leser von der Notwendig-
keit abstrakter Begriffe au Uberzeugen und de begrif ichen Vorausstzungen der Algebra
zu motivieren. Darauf aufbauend werden Grundagen der lineaen Algebra ausammengefalt,
wie sie aur Beschreibung einfachster Modell e neuronaler Netze, kortikaler oder elektroni-
scher Bildverarbeitung aber auch zum Versténdnis des nachfolgenden Anhangs zur linearen
Dynamik vorausgesetzt werden. Hinsichtlich einer systematischen Darstellung, sei auf die
zahlreiche Einfuhrungsliteratur der linearen Algebra verwiesen, beispielsweise auf die leser-
freundiche Aufbereitungin [JaeD3].

Eine motivierende Einleitung

Man betrachte folgende Textaufgabe, welche @nem typischen Schulbuch entstammen kénn
te:

87 Apfel sindin zwei Kisten urterschiedlicher GroRe verpackt. In der groReren Kiste sind
11 Apfel mehr alsin der kleineren. Weviele Apfel sindin der kleineren Kiste?

Wenndeich eine solche Aufgabetrivial erscheinen mag, so verbergen sich hinter dem mathe-
matischen Losungsweg doch beadtenswerte Abstraktionskonzepte und algebraische Struk-
turen, welche dem mathematischen Laien zwar in der Anwendung \ertraut sind, derer er sich
mitunter jedoch gerade aus Griinden dieser impliziten Vertrautheit gar nicht bewuf} ist. Die
Situation kann mit einem muttersprachli chen Sprecher verglichen werden, der die grammati-
kali schen Regeln seiner Muttersprache weitgehend fehlerfrel anwendet, obgeich er sie nicht
explizit beim Namen nennen kann. Der in diesem Vergleich geknipfte Zusammenhang zwi-
schen Spradhe undMathematik ist jedoch weitaus umfassender. In der zweiten Ha fte des 20.
Jahrhuncerts herrschte unter Sprachwissenschaftlern die Meinung va, dal? Sprache die Vor-
aussetzung fir jegliche mathematische Fahigkeit sei. Versuche mit Affen undRatten haben
jedoch gezagt, dal3 dese daraufhin trainierbar sind, einfache Additi onsaufgaben in Zahlen-
bereichen unterhalb von 10zu I8sen, wobei die 21 beobadhtende Fehlerquae mit gréf3eren
Zahlen deutlich zunahm [Deh97]. Eine fur Sprachwissenschaftler spektakulare Entdedkung
bot sich in der Sprache der Pirahd Der am brasili anischen Amazonas Iebende Volksgamm
verflgt lediglich Gber drei Zahlworter, welche in etwa eins, zwei oder mehrere undviele be-
deuten. Versuche, bei denen einigen Pirah& ane Reihe von Gegensténden gezegt wurde, und
sie gebeten wurden, die gleiche Anzahl von Gegenstanden vor sich hinzulegen, ergaben, dal3
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diese Aufgabe fur eine aunehmende Anzahl von Gegenstéanden immer ungenauer bewadlti gt
wurde, die Pirahad jedoch zumindest ein grobes Schétzsystem haben missen, da die Vertei-
lung cer falschen Antworten bei groferen Mengen von Gegenstanden nicht rein zufélli g war
[Go04. Demzufolge existiert unabhéngig von der Sprache sowohl beim Menschen, als auch
bei héher entwickelten Tierarten ein unscharfes Konzept von Kardinalitét, welches in der
mehr oder minder ausgepragten Fahigkeit, einer Menge die Anzahl ihrer Elemente zuzuord-
nen, zum Ausdruck kommt.

Ohne solch elne quantitative Abstraktion vam konkreten Gegenstand stiinde die Strategie des
Ausprobierens bei der vorli egenden Textaufgabe &nem Suchraum von 28” Mdgli chkeiten, 87
Apfel auf zwei Kisten zu verteil en, gegentiber. Der Suchraum verkleinert sich drastisch, wenn
das Problem im Rahmen eines naiven Mengenbegriffs verstanden wird, welcher zumindest
das Attribut der Madtigkeit einer endichen Mengeim Sinne ener mehr oder weniger schar-
fen Zuordnungzu einer natirlichen Zahl beinhaltet. Eine endeutige, prdzse Zuordnung von
Mengen zu ihrer Madtigkeit in dem von der Textaufgabe vorgegebenem Zahlenbereich bis
87 erfordert off ensichtlich Symbole oder Zeichen fir diskrete natirliche Zahlen. Allem An-
schein nach sind dese selbst der menschli chen Spezes nicht von Geburt her mitgegeben. Erst
recht missen die fur gewdhnlich zum Lésen der einleitenden Textaufgabe herangezogenen
Kenntnisse dgebraischer Strukturen als kulturell e Errungenschaft von Generationen aufge-
falst werden [CrO7]. Dabei drangt sich die Frage auf, was denn tbkerhaupt unter der Kenntnis
algebraischer Strukturen zu verstehen sei - oder anders formuli ert: Was bleibt vom Zahlenbe-
griff Gibrig, wennman von cen algebraischen Strukturen absieht? Aus mathematischer Sicht*®
erschopft sich die Antwort in einem mengentheoretischen Konzept. Der Begriff der Menge
ist durch deren Abbildungauf ihre Madtigkeit so eng mit den natiirlichen Zahlen verknipft,
da3 sich die Frage aufdréngt, wie andersdennalsdurch die begrif iche Abstraktion der Men-
ge man zu dem ebenso abstrakten Begriff der natirlichen Zahl Gberhaupt gelangen kdnre.
Kardinalitét ist gleichsam ein emergentes Phdnomen der Menge. Mengen undAbbildungen
stellen die grund egende Vorausstzungfur das Verstandnis der einleitenden Textaufgabe dar,
ob man sich der Begriffe bewu(¥ ist oder nicht.

Mengen und Abbildungen

Der naive Mengenbegriff versteht eine Menge a's eine Zusammenfasaung wohlunterschie-
dener Objekte, welche die Elemente der Menge genannt werden, zu einem Ganzen. Bei der
De nition einer Menge wird verlangt, dal3 fir jedes Objekt a prinzipiell entscheidbar ist, ob
es Element der Menge M ist (a 2 M) oder nicht (a 2 M). Diese Forderung erwies sch
bei der Entwicklungeines axiomatischen Systems der Mengenlehre ds nicht ganz unproble-
matisch*’ [Ebb9J. Fur die vorliegenden Zwedke mdge die intuitive Vorstellung des Begriffs

46Eine reli giGse, mystische und esoterische Konndation sei dem Zahlenbegriff nicht abgesprochen. Dieseiist
aber nicht Gegenstand der Mathematik.

4"Fir dieMenge Mg := f xjx ist Menge undx 2 xg ist nicht entscheidbar, obMg 2 M oder obMg 2
M r . Solche Mengen sollen im weiteren nicht als Mengen im eigentli chen Sinne betrachtet werden.
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der Menge jedoch ausreichen. Man kann eine Menge durch explizite Angabe der Elemente
M = f0;1; 2g oder aber auch durch ein Bildungsgesetz aus einer as bereits bekannt vor-
ausgesetzten Menge ableiten M = fx 2 Njx  2g. Hierbei wird die Menge der nattirlichen
Zahlen N = f0;1;2;::::g d's bekannt vorausgesetzt. In einer Menge ist die Reihenfolge der
Elemente beliebig, weshalb mit M = f 2; 0; 1g dieselbe Menge M wie oben de niert wird.
Zwel Mengen A und B sind deich, wenn sie dieselben Elemente haben, d.h. wenn jedes
Element von A auch Element von B ist und umgekehrt jedes Element von B auch Element
von A ist. Die aste Bedingung lesagt, dal3 A TeilmengevonB ist, in Zeichen A B. Aus
A BundB AfolgtA=B.

Vom rein mengentheoretischen Standpunk aus betrachtet kann rnicht nur von der Reihen-
folge, sondern ebenso vonall en algebraischen Strukturen, die innerhalb der Menge awischen
den Elemente bestehen, abgesehen werden. Solche werden erst durch Relationen und Ab-
bildungen de niert. Eine zweistellige Relation von A nadh B ist eine Tellmenge des kar-
tesischen Produltes beider Mengen R, A B = f(X;y)jx 2 A;y 2 Bg, wobei das
kartesische Produk A B die Menge dler Paae (x;y) darstellt. Beispielsweise ist die
Groler-Relation auf dem kartesischen Produk der oben de nierten Menge mit sich selbst
duchRysyim m = f(1,0);(21);(2,00)g M M gegeben. Im Gegensatz zur Menge ist
bei der De nition vonPaaen die Rethenfolge entscheidend, dennesist (1;0) 2 Rysyjm ™ »
hingegen aber ist (0; 1) 2 Ry>yjm ™ - Fal3t man eine Relation al's Zuordnung vonElementen
der linken Menge auf Elemente der rechten Menge auf, so ist diese Zuordnung richt eindeu-
tig. Fur die Mathematik von gr6erer Bedeutungsind Relationen bei denen

jedem Element der linken Menge @n Element der rechten Menge augeordnet wird (die
Relationist linkstotal)

jedem Element der linken Menge nicht mehr als ein Element der rechten Menge auge-
ordnet wird (die Relation ist rechtseindeutig)

Solche aweistelli gen Relationen bezechnet man als Funktion oder Abbildungvon A nach
B undschreibt f : Al B.Man bezachnet A als De nitionsmenge undB als Zielmen-
ge. Ordnet die Abbildungf dem Element x 2 A das Elementy 2 B zu, so bringt man
diese rechtseindeutige Zuordnung duch x 7! y oder y = f (x) zum Ausdruck. Die oben
de nierte Relation Rysyjm w ist keine Abbildung da sie weder linkstotal*® noch rechtsein-
deutig® ist. Hau g werden Abbildungen durch Restriktion, d.h. durch Einschrankung der
De nitionsmenge gewonren. Ein Beispiel fur eine Abbildungmit einemin R eingesciprénk-
ten De nitions- und Wertebereich ist die Wurzdfunktionf : R* I R*,f : x 7! _x ds
Selbstabhbildungauf den positiv&n redlen Zahlen. Esist Giblich anstellevonf : x 7! © x die
Funktionf kurz durchf (x) = = X zu beschreiben®. Die Wurzdfunktionist auf R* wohlde-
niert. Damit eine Abbildungwohlde niert ist, missen zwel Dinge sichergestellt sein:

48 (0) ist nicht de niert.

4 (2) b&aazt keinen eindeutigen Wert.

50f (x) = " X bezeéchnet hierbei keinen Funktionswert an der Stelle x, sondern die Funktion selbst, weil x
in diesem Zusammenhang de Bedeutungeiner Variablen hat.
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Die Abbildungexistiert auf der gesamten De nitionsmenge (Existenz)

Die Abhildungist eindeutig auf der gesamten De nitionsmenge (Eindeutigkeit)

Alsf : R! pR ist die Wurzdfunktion nicht mehr wohlde nbert, denn zum einen exi-
stiert f (x) = ~ x auf R nicht und zum anderen ist f (x) = = x mit der Zielmenge R
auf der De nitionsmenge R* nicht eindeutig. In diesem Zusammenhang sind zwei weite-
re Begriffe von Bedeutung Eine Abbildungf von A nadch B heifdt injekiv (linkseindeu-
tig), wenn je awel verschiedene Elemente des De nitionsbereichs unterschiedlich zugeord-
net werden, d.h. wenn fur alle x1;Xx, 2 A ausx; 6 X, folgt, da3 f (x;) 6 f(x2). Mit
f(A) = fy2Bjy=1f(x);x2 Ag B wird der Wertebereich vonf oder das Bild von
f de niert. Eine Abbildungf von A nach B heif¥ surjekiv (redhtstotal), wennf (A) = B.
Zuletzt bezechnet man eine Abbildungals bijekiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist. Die
identische Abbildungmit x 7! x ist auf jeder Menge A bijektiv. Istf : Al B bijektiv, so
bezéchnetmanf ': B! Amitf(x) 7! x alsdie Umkehrabhildungvonf . Die Abbildung
f (x) = x? ist s Selbstabbildungauf R weder injektiv, noch wrjektiv]db\ls Selbstabhildung
auf R* istf (x) = x? jedoch hijektiv mit der Wurzdfunktionf *(x) = = X als Umkehrabhil -
dungf ': R*! R*.Sindf : A! Bundg: B! C zwei Abbildungn, so bezéchnet
man diedurchg f = g(f (X)) gegebene ausammengesetzte Abbildungg f : Al C
als Kompaosition oder Verkettung von f und g. Offenbar gilt fir eine bijektive Abbildung
f 1 f=Id.

Auf dem Begriff der bijektiven Abbildung tasiert die De nition der Machtigkat endlicher
Mengen im Sinne der Anzahl ihrer Elemente. Zwei Mengen A und B werden gleichméch-
tig oder aquivalent genannt, wenn eine bijektive Abbildung von A nach B existiert. Flr
zwei dquivalente Mengen schreibt man A B. Die durch die Aquivalenz zweier Mengen
beschriebene Relation st

re exiv:A A

symmetrisch: AusA B folgtB A

trangitiv:. AusA B undB CfolgtA C
Man bezechnet generell eine Relation  als Aquivalenzrelation, wenn dese re exiv, sym-
metrisch undtransitiv ist. Durch eine Aquivalenzrelation  auf einer Menge M kann fir
a2 M diesogenannte Aquivalenzklase[a] = fx 2 Mjx agvona beziglich de niert
werden. Die Menge dler Aquivalenzklassen bildet eine Zerlegung oder Klass kation der
Menge M in Tellmengen, sodald jedesx 2 M in genau einer Teilmenge enthalten ist. Dies

kann mit der Vereinigung[a] [ [b] = fx 2 Mjx 2 [a] oder x 2 [bl]g und dem Durchschnitt
[\ [f=fx2 Mjx 2 [a undx 2 [blg von Mengen wie folgt formuliert werden:

, S
die Vereinigungaller Aquivalenzklassen ergibt dieMengeM: ., [X] = M
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kein Element von M ist in mehr als einer Aquivalenzklasse enthalten: [a]\ [b] = fg
fur ale[a] 6 [b]

Dabei ist s o [X] die generalisierte Vereinigung d.h. die Vereinigungall er Aquivalenzklas-
sen [x] mit x 2 M. Die aweite Eigenschaft besagt, dai je awei verschiedene Aquivalenz-
klassen digunkt sind, d.h. kein Element von M sowohl in der einen, als auch in der anderen
Aquivalenzklass enthalten ist.

Fur eine natrliche Zahl n > O wird die Menge N, := fk2 Nj1 Kk ngoder N, :=
f1;2;:::;;ng de niert. Ist eine Menge A aquivalent zu N,,, in Zeichen A N,, so hat A die
Méchtigkeit, Kardinalitat oder Kardinalzahl n. Hau g schreibt man dafir jAj = n. Fir die
leee Menge ; = fg wird die Madtigkeit asnull de niert. Alle zur leaen Menge oder zu
einer Menge N,, mit beliebigemn 2 N* &quivalenten Mengen bezechnet man als endiche
Mengen. Man sagt fur endliche Mengen mit der Madtigkeit n auch, sie habe n Elemente.
DieMengen N, und deleae Menge stellen die Reprasentanten ihrer Aquivalenzklassen dar.
Eine nicht endliche Menge wird unendich genannt undeine Menge A mit A N bezechnet
man a's abzihlbar. Als héchstens abzahlbar wird eine Menge bezechnet, wenn sie entweder
endlich oder abzéhlbar ist, anderenfal s bezachnet man sie ds tiberabzahlbar. Jede endliche
Menge A N, mit n Elementen kann man duchnumerieren (abzé&hlen), indem man eine
bijektive Abbildung (k) = ax von N, nach A de niert, sodaB A = fay; ap;:::;a,g mit
a 6 g furi 6 j. Ebenso kann jede eézéhlbare Menge A N durchnumeriert werden,
soda3 A = fay;a,;::1;a,9. Die Menge der ganzen Zahlen Z und de Menge der rationalen
Zahlen Q sind abzéhlbar. Im Falle von Z de niert man beispielsweise (0) = 0, (1) = 1,
2= 1 =2 @@= 2., (N=32[( D"Y2n+ 1)+ 1]...

Vom mengentheoretischen Standpunk betraditet sind N und Z &guivalente Mengen. Un-
terschiede awischen diesen beiden Mengen gehen erst aus deren algebraischen Strukturen
hervor.

Mit den bis hier entwickelten mengentheoretischen Grundagen kann de De nition der natiirlichen
Zahlen in Anlehnungan den psychdogischen Vorgang des Zéhlens erfolgen, bei dem mit einem aus-
gezachneten Element (der Null) begonren wird und sukzessve hochgezalt wird, was durch eine
Nadfolgerabbildung S zum Ausdruck kommt. Gemal3 deser De nition kilden die natlrlichen Zah-
len eine Menge N, in der ein Element 0 2 N ausgezeachnet ist und auf der eine Nadhfolgerabhildung
S de niert ist, sodal3 folgende Axiome eflllt sind:

S ist injektiv
02 S(N)

Wenn eine Tellmenge M N die Null enthdlt und duch S in sich abgebildet wird, dannist
M = N.

Das erste Axiom entspricht dem Sacdhverhalt, dal? man beim Zahlen nicht mehrmals auf dieselbe Zahl
stof¥en kann. Das zweite Axiom legt die Null als Ausgangspunkt des Zahlens fest und stellt zugleich
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sicher, dal3 auch die Null beim weiteren Z&hlvorgang richt noch einmal erreicht wird. Das letzte
Axiom stellt eine mengentheoretische Formulierung fir das Prinzip der vollstdndgen Induktion dar.
Demnadh trifft eine Eigenschaft, die der Null zukommt und mit jeder Zahl n, welche die Eigenschaft
besitzt, auch deren Nachfolger S(n) zukommt, auf ganz N zutrifft. Die voll sténdige Induktion ist ein
gedgnetes Beweisverfahren fir Aussagen tber al e natiirli che Zahlen: In einem Induktionsanfang legt
man dar, dal3 de gegebene Aussage fir die Zahl Null zutrifft. Anschlief3end zeigt man, dal3 aus der
Glltigkeit der Aussage fur eine beliebige natlrliche Zahl n die Gliltigkeit fur n + 1 folgt. Damit ist
die Aussage fur al e natirlichen Zahlen bewiesen.

Dartiberhinaus basieren auf dem Indukionsprinzip die rekursiven De nitionen, bei denen eine Funkti-
onauf N fur die Null de niert wird undfir n + 1 mit Ruckgriff auf den Funktionswert vonn de niert
wird. Dal3 rekursive De nitionen dem Anspruch der Wohlde niertheit gentigen, beweist der Dede-
kindsche Rekursionssatz [Ebb97. In dieser Weise eklart man die Additionauf N gema3m+ 0= m,
m+ 1= S(m),m+ 2= S(m + 1),...durch

m
S(m + n):

m+ 0:
m+ S(n) :

Die Grofer-Relation wird auf N de niert, indem m > n genau dann gelten moge, wenneind 2 S(N)
exigtiert, sodain + d = m. Fir m n kann man die Differenz zwischen m undn asd 2 N mit
n+ d= mde nieren.

Nicht-algebraische L 6sungswege

Um zur einleitenden Textaufgabe zuriickzukommen, stelle man sich nunzwei hypahetische
Zeitgenossen vor, welche beide tber keinerlel algebraische Kenntnisse verfiigen, jedoch mit
einer glucklichen Intuition gesegnet sind, vermdge derer sie die Aufgabenstellung mit der
Diff erenz der Madhtigkeit zweier Mengen in Verbindung liingen - eine Abstraktionsleistung,
welche dlein mangels Sprachversténdnis bisher von keiner Maschine e’bracht werden kann.
Gesetzt, einer der beiden sei ein leidenschaftlicher Algorithmiker. Der Losungsweg des Al-
gorithmikers kbnrte der folgende sein:

1. Lege dle Apfel in die groRere Kiste.

2. Uberprife, ob de Differenz zwischen der Anzahl von Apfelnin der groReren Kisteund
der Anzehl von Apfelnin der kleineren Kiste 11 betragt.

(@ Wennja, beende mit der Angabe der Anzahl von Apfeln in der kleineren Kiste.
(b) Anderenfalls tiberpriife, obin der groReren Kiste noch Apfel sind.

i. Wenn nein, beende mit dem Hinwel's, dal3 de Aufgabe unlésbar ist.
ii. Wenn ja, nimm einen Apfel aus der groferen Kiste heraus, lege ihnin die
kleinere Kiste und springe zuriick zu Punkt 2.
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Die Vorgehenswei se des anderen mogerein intuitiv sein und durch folgenden Gedankengang
beschrieben werden:

Da die zum Ziel gesetzte Inhdtsdifferenz von 11 Apfeln naher an 0 ds an 87liegt, beginnt
manmit einer Aufteilungin ungefahr zwei Halften: In die groRere Kiste kommen 44 Apfel, in
die Keinere 43. Jetzt besteht die Inhdtsdifferenz aus einem Apfel, sie soll aber 11 Apfel betra-
gen. Mit jedem Unlegen eines Apfels von der gréferen in die Keinere Kiste verdoppelt sich
die Differenz, also legt man nu ungefahr die Hélfte von der gewtinschten Differenz, némilich
5 Apfel, von der kleineren Kiste in die gréRere Kiste. Simnt es schon, oder muR man nach
ein oder zwei Apfel umlegen? Nun, esliegen jetzt 38 Apfel in der kleineren Kiste und 49Apfel
in der groReren Kiste, das heif’t 11 Apfel mehr in der groReren Kiste. Also sind es 38 Apfel,
diein der kleineren Kiste zu liegen halen.

Im Vergleich beider Vorgehensweisen erscheint die este vertrauenswirdiger, da es sch um
eine unmilverstéandich de nierte Abfolge von elementaren und rachvall ziehbaren Einzd-
schritten handelt. Diese konnen auf einem Computer eff ektiv ausgeftihrt werden undliefern
ein Ergebnis, welches mit Sicherheit richtig ist, wenn nu die Einzdschritte fehlerfrel aus-
gefuhrt werden. Die aweite Vorgehensweise ist nicht so préazse ausgedriickt, dal sie direkt
in die Sprache @nes Computers Ubersetzt werden kann. Sie stellt | ediglich ein grobes Vor-
gehensmuster dar. Wahrend de dgorithmische Beschreibung der Vorgehensweise bereitsdie
gesamte “Intelli genz” enthdlt, welche zur Lésung des Problems bendtigt wird, erfordert die
Darstellung der zweiten Vorgehensweise die Intelligenz der ausfihrenden Instanz. Die In-
itialisierung liegt im ersten Fall sehr fern vom gesuchten Ergebnis. Die initiale Aufteilung
der Apfel in ungefahr zwei Halften hingegen ist der gesuchten Aufteil ungin gewisser Weise
schonredit ahnlich. Wére die Berechnung ar Differenz auf ein Schétzsystem angewiesen,
welches nur gerade Zahlen ausgeben wirde, so stiinde die dgorithmische Vorgehensweise
vor dem Ergebnis der Unltsbarkeit der Aufgabe, wohingegen die awveite Methode zumindest
noch ein anndhernd richtiges Ergebnis liefern wirde. In der Abhéngigkeit von exakten Da
ten wird urter anderem die Fehleranfalli gkeit des algorithmischen Prinzips deutli ch, welches
durch Organic Computing Gkerwunden werden soll.

Gruppen und Korper

Wer von seinen Schulkenntnissen pro tieren kann, der berechnet zur L6sung der Textaufga
be lediglich (87  11)=2 und erhélt damit 38 Apfel fiir den Inhalt der kleineren Kiste. Wie
kommt man aber zu dieser Formel? Der ausfuhrliche dgebraische Ldsungsweg, welcher die-
sem Ergebnis zu Grunce liegt, beginnt mit folgendem Gleichungssystem, in welchem g fir
die Anzahl der Apfel in der groReren Kiste undk fir die Anzanl der Apfel in der kleinen
Kiste steht:

g+ k=87
g=k+ 11
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Well g in der unteren Gleichung lereits explizit angegeben ist, kann man es in die obere
Gleichungeinsetzen:

(k+1D)+k= 87 AG

k+ (11+ k)= 87 KG

k+ (k+1)= 87 AG

(k+ k)+ 11= 87 +( 1))
(k+k)+1h)+( 1)= 76 AG

(k+k)+(11 1D =76 x+( x)=0
(k+k)+0=176 x+ 0= x
k+k =76

Die mathemati schen Umformungen, wel che vorgenommen wurden, sindin der algebrai schen
Struktur der Addition ganzer Zahlen begriindet. Als zweistelli ge dgebraische Verknipgfung'
auf der MengeV = (A;B;C) bezechnet man eine Abbildung® : A B ! C mit der
Verkniipfungsvorschrift (a;b) 7! " (a;b) = a b= ¢ fdlsa2 A,b2 B,c2 C und

as Verknupfungsze chen (Operationssymbal) gewahlt wird. Man spricht vereinfadcht von
einer inneren Verknipgiungauf M, wennV = (M;M;M). Eine Menge M zusammen mit
einer zweistelligen inneren Verknapgfiung' - M M I M mit' (a;b) = a bbezechnet
man als eine algebraische Struktur (M; ). M heild im Falle ener inneren Verkntipfung
abgeschlossen beziglich . Oft benutzt man der Einfachheit halber fur die Abbildungauch
das Symbad des Verknupfungzeichens. Beliebige ganze Zahlen x;y; z 2 Z bilden beziglich
der inneren Verknupfung cer Addition de dgebraische Struktur (Z; +). Fur diese gilt:

das Asoziativgesetz (AG): (x + y)+ z=x+ (y+ 2)
das Kommutativgesetz (KG): x + y = y + X

die Existenz enes neutralen Elements: Es existiert genau ein e 2 Z, sodal3 fur alle
X2 Zgilt: x+e=x

die Existenz e@nes inversen Elements. Fir alle x 2 Z existiert genau ein ( x) 2 Z,
soda3 glt: x + ( x) = e

228



Das neutrale Element der Addition ist die Null, und ds inverse Element der Null i st wie-
derum die Null. Innerhalb der natiirlichen Zahlen hat alerdings kein weiteres Element ein
inverses Element der Addition. Die Gleichungl11+ x = 0 hat keine nattrliche Zahl als L6-
sung Der Ubergang von dbr vierten zur fiinften Zeil eist im Rahmen der Additi on ratiirli chen
Zahlen, d.h. in (N; +), nicht moglich ist. Obgleich die Madtigkeit einer endlichen Menge
niemals negativ sein kann, und-11 Apfel (iberhaupt nicht vorstell bar sind, ist es zwedkmaRig,
beim Berechnen der Madtigkeit endicher Mengen negative Zahlen zu verwenden, wenn nu
das Ergebnis =lbst wieder eine natiirliche Zahl ist. Die gleiche Zwedkmaldigkeit li egt auch
der Erweiterung der redlen Zahlen zur Menge der komplexen Zahlen beispielsweise beim
Berechnen vonredlen Lésungen lineaer Diff erentialgleichungen zugrunde.

Well die genannten Gesetze Uiber die Addition ganzer Zahlen hinaus fir eine Vielzahl von
Verkniipfungen auf voll kommen urterschiedlichen Mengen gelten, wurde in der Algebra der
abstrakte Begriff der Gruppe @ngefuhrt. Eine Gruppe ist eine dgebraische Struktur (M; )
auf einer MengeM 6 ; mit einer zweistelli gen Verknipgfung  undfolgenden Eigenschaften:

Asziativitat: (X y) z=x (y z)furdlex;y;z2 M

Existenz e@nes neutralen Elements. Esexistiert genaueine 2 M, sodal3fir allex 2 M
gilt: x e=x

Existenz enesinversen Elements: Fiir dlex 2 M existiert genaueinx * 2 M, soda
gitt x x t=e

Eine Gruppe heil3t komnutative Gruppe oder abelsche Gruppe, wenn zusétzli ch gilt:
Kommutativitét: x y=y xfuralex;y2 M

Analog zu (Z;+) bilden Q n fOg, die rationalen Zahlen ohre die Null, sowie R n f0g,
die redlen Zahlen ohre die Null, zusammen mit der Multiplikation de aelschen Grup-
pen (Q nfOg; ) bzw. (R n fOg; ) mit der Eins as neutralem Element. Die Verkettung
(Komposition) bildet auf der Menge der Drehungen einer Scheibe um deren Mittelpunk
eine Gruppe, wobei die Drehung um 0 Grad das neutrale Element und de Linksdrehung
das inverse Element zur Rechtsdrehung urter dem jeweil s gleichen Drehwinkel darstellt. In
der lineaen Algebra lasen sich zahlreiche weitere Beispiele fur Gruppen nden. Vektoren
bil den eine kommutative Gruppe beziglich der Vektoraddition, die invertierbaren Matrizen
stellen eine Gruppe bezigli ch der Matrizenmulti pli kation dar, die orthogoralen Matrizen bil -
den ebenso eine Gruppe beziglich der Matrizenmulti plikation und de bijektiven lineaen
Abbildungen bil den eine Gruppe beziglich der Verkettung (Komposition) von Abbildungen
f(x) g(x) = f(g(x)). Eine systematische Einfihrung mit Beispielen endlicher Gruppen

ndet man urter anderem in [Boe92]. Als Beispiele fur die zanlreichen Gruppen in anderen
Teilgebieten der Mathematik mogen hier lediglich die Addition auf der Menge der Losun-
gen eines lineaen Differentialgleichungssystems oder die exklusive Oder-Verknipfung auf
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A Anhang zur lineaen Algebra

der Menge f wahr, falschg angefiihrt werden. Was an dieser Stelle wie @ne unndige Be-
griffschoépfung erscheinen mag, erweist sich in der lineaen Algebra, wie in nahezu alen
mathematischen Disziplinen, als Vortell: Beilm Rechnen innerhalb al dieser Gruppen kann
man (bis auf die Kommutativitdt, wenn es sch um keine &elsche Gruppe handelt) die ver-
trauten Redhenregeln der Additi on anwenden.

Bei der weiteren algebraischen Au 6sung der Textaufgabe reichen die Gruppeneigenschaf-
ten der ganzen Zahlen jedoch nicht aus. Man geht zur Menge der rationalen Zahlen Q Uber
und verwendet die Gruppeneigenschaften der Multi plikation auf der Menge Q n f0g, nadch-
dem man zunddst die Verknipfung der Addition in Zusammenhang mit der Verknipgfung
der Multiplikation bringt:

k+ k =76 X+X=2 X
2 k=76 21

(2 kl 21=38 KG

(k 2 21=38 AG

k (22%%=38 xx1!=1
k 1= 38 X 1=x

k = 38

Wahrend man in den Ukrigen Zeilen lediglich die Gruppeneigenschaften von (Q n fOg; )
verwendet, setzt man diese in der ersten Zelle mit den Gruppeneigenschaften von (Q; +) in
Bezehung Dabei verwendet man die Korperstruktur (Q; +; ) der Menge Q mit den Ver-
knUpfungen der Addition und e Multi plikation.

EinKorper (K; ; ) ist eine dgebraische Struktur, die folgenden Axiomen genld:
(K; ) ist eine kommutative Gruppe mit neutralem Element O

(KnfOg; ) isteine kommutative Gruppe

Distributivgesetz (DG):  ist beiderseitig distributiv Gber , d.h. fir dllex;y;z 2 K
gilt

x (y 73=(x y) (x 2

x y) z=Kx 20 (y 2
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Aus der Korperstruktur von (Q; +; ) folgt wegen der Distributivitdt von (iber + die Aquiva-

lenz der ersten und der zweiten Zeile, dennesist2 k = (1+ 1) kZ[};ﬁ 1 k+1k= k+k.Unter
Verwendung ar Korperstruktur von (Q; +; ) kann de Aufgabe dgebraisch gel6st werden.
DieLésungk = 38aus Q liegt dennoch in der Teilmenge der natiirlichen Zahlen undist
somit eine sinnvdle Losung

Homomor phismen

Fur die Menge der natirlichen Zahlen N und de Menge der ganzen Zahlen Z wurde korn-
statiert, dal’ dese auivaent sind. Betrachtet man die Verkntipfung der Addition auf beiden
Mengen, so stellt man fest, dal3 N undZ trotz der zwischen ihnen bestehenden mengentheo-
retischen Aquivalenz nicht gleich sind. Wahrend (Z; +) eine Gruppe darstellt, ist in (N; +)
die Gleichunga + x = Oflr a > 0 nicht au 6sbar, d.h. es existiert kein x 2 N, welches
die Gleichungerfillt. Trotz der Aquivalenz beider Mengen, welche in der Existenz bijek-
tiver Abbildungen N ! Z besteht, wie beispielsweise (n) = %[( H"™ti2n+ 1) + 1],
sind de Strukturen (Z;+) und (N; +) grundegend verschieden. Der Grund caf Ur liegt dar-
in, dal3 keine dieser bijektiven Abbildungen N ! Z verknlpfungstreu ist. Man bezachnet
eine Abbildung : A! B asverknlupfungstreu oder a's Homomorphismus zwischen den
algebraischen Strukturen (A; ) und(B; g),wennfira;b2 A gilt:

(@ ab= (@ & (b

Sind (A; a) und(B; g) Gruppen, so spricht man von einem Gruppenhamomorphismus
oder einem Homomorphismus der Gruppen. Ein Homomorphismus  : A'! B helfdt im
Spezellen

Monamorphismus, wenn  injektiv ist,

Epimorphismus, wenn  surjektiv ist,

Isomorphismus, wenn  bijektiv ist,

Endamorphismus, wenn A = B, d.h. eine Selbstabhbil dungist,

Automorphismus, wenn  bijektiv undA = B ist.

Existiert ein Isomorphismus zwischen zwei algebraischen Strukturen (A; A) und(B; ),
so werden beide Strukturen alsisomorph bezechnet. Man sagt fur diesen Fall auch, (A; )
und(B; g) seien bisauf Isomorphie gleich. Obwohl sich die Strukturen (N; +) und(Z; +)
auf &quivalenten Mengen korstituieren, sind sie nicht isomorph. Es kann lediglich eéin Mo-
nomorphismus : N! Zduch : x 7! x de niert werden. Ebenso existieren zwischen
(Z;+) und(Q; +) trotz der Aquivalenz zwischen Z undQ lediglich Monamorphismen oder
Epimorphismen der Gruppen. Als Beispiel fur Isomorphie werden im tbernadsten Unterab-
schnitt die Strukturen (R 0 C; +) und(R; +) vorgestellt.
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A Anhang zur lineaen Algebra

Abbildung 40 Homomorphismus : A ! B zwischen den algebraischen Srukturen (A; A)
und (B; g).Esist (a ab = (a) g (b, wasdaduch veranschadicht wird, da man
von der linken urteren Ecke des Diagramns Uber zwei verschiedene Wege zur rechten oberen Ecke
gelang. Jeder der beiden Wege entspricht jeweils einer Seite der Gleichung Iss : A'! B soga
ein Isomorphismus, dann glten die Pfeile redhts und links auch in die Umkehrrichtung und es ist
a ab= (@ s (b)),

Redle Zahlen

Die Gleichungx? = 2ist im Korper der rationalen Zahlen (Q; +; ) nicht au 6ésbar. Um die
Wurzdfunktion fur ale positiven Zahlen zu de nieren, geht man von (Q; +; ) zum Korper
der redlen Zahlen (R; +; ) Uber. In(R; +; ) gilt das ogenannte Voll stdnd gkeatsaxiom, wel-
chesunter anderem impliziert, da3 x?> = y firaley 0inR eineLosung het. Im Gegensatz
zu Z undQ ist R Uberabzé&hlbar, wie man mit dem Diagonalargument von Georg Cantor zei-
gen kann [Wal92]. Daraus folgt, dal3 (Q; +) und(R; +) nicht isomorph sein konren. Dessen
ungeaditet nden die wesentlichen Unterschiede awischen (Q; +; ) und(R; +; ) wenigerin
deren algebraischen Strukturen, als vielmehr beim Betradhten von Folgen und Grenzwerten
ihren Ausdruck, was einen kurzen Exkursin die Analysis rechtfertigen moge.

Das Vollstandigkeitsaxiom fur (R;+; ) besagt, dai? in R jede Cauchy-Folge konwvergiert®?.,
Darum sind an dieser Stelle aunddhst einmal die Begriff e Folge undKonvergenz zu erlautern.
Eine Abbildung(a,)n2n : N1 X, n 7! a,, diejeder natirlichen Zahl ein Element aus der
Menge X zuordnet, heifd Folgein X. Ist die Zielmenge Q oder R, so spricht man vonener
rationden, bzw. redl en Folge. Man bezechnet a, alsdas n-te Folgeglied. Ein Beispiel ist die
Folge(an)nan: N1 Z

(Bdnzn = (3" (8dnn = 1y 51 1) 5 A7 18 5

az a

Allgemeiner werden Folgen auch als Abbildungen (an)n2z, : Zp! X de niert, wobel Z, =
fn2Zjn pgfireneganzeZahl pist, insbesondere verwendet man hdu g Abbildungen
(an)n2nnfog - NnfOg ! X mit der Menge der natiirlichen Zahlen ohre die Null NnfOg =

5DaR ein geordneter Korper ist, formuliert man es gelegentlich auch so, dai’ jede nach oben beschrénkte
Menge in R ein Supremum besitzt [Wal92]. Eine dritte De nition der Voll standigkeit von R lautet, dal3 in R
jede Intervall schachtelung konergiert.
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f1;2;3;::gasDe nitionsbereich. Ein typisches Beispiel hierfur ist die Folge
1 . 1 . 1. 1. 1. e

— 1. —_
(@)n 1= 0’ (@)n 1= |{;} ,l{;} 3

Noch algemeiner nennt man jede Abbildung(an)n2p : D! X, n 7! a, eine Folge in X, wenn
die sogenannte Indexmenge D &quivalent zu N ist, d.h. eine bijektive Abbildung : N! D exidtiert.
Man beschreibt diese Folge auch durch (an)n2 (n)- Die Ordnungsrelation (N;>) Ubertrégt sich auf
( (N);>),indemman (n) > (m) firn > m de niert, sodald de Reihenfolge der Indizesaus (N)
eindeutig bestimmt ist.

Man bezechnet eine redle Folge (an)n2n as kornvergent gegen den Grenzwert a 2 R, wenn
alle Folgeglieder mit ansteigenden Folgeindizes diesem Grenzwert beliebig nahe kommen.
Nun ist Ndhe @n sehr schwammiger Begriff, der jedoch durch den euklidischen Abstand
jan @ des n-ten Folgeglieds vom Grenzwert prézsiert werden kann. Problematischer ist
dagegen die Formulierung*“mit ansteigenden Folgeindizes beli ebig nahe”, was eine weniger
strenge Forderung as “mit ansteigenden Folgeindizes immer ndher” darstellt. Dies 2ll be-
deuten, dai3 zu jedem vorgegebenen Abstand " > 0 ein Folgeindex N genannt werden kann,
sodal} der Abstand zum Grenzwert ja, aj fur ale Folgeglieder ab diesem Index N kleiner
als der vorgegebene Abstand ist, auch wenn er innerhalb dieses vorgegebenen Rahmens in
einigen Intervalen auf der Indexmenge wieder ansteigen mag (Abbildung 43. Die forma-
le De nition der Korvergenz von Folgen lautet: Eine Folge (a,)n2n konvergiert gegen den
Grenzwert a 2 R, wenn es zu jeder positiven Zahl " > 0 eine natdrliche Zahl N (") gibt,
soda3fur allen N die Ungleichung

ja, a <"

gilt. Die aus der formaen Logik stammenden Quantoren lassen die De nition vam sprachli-
chen Aspekt betrachtet ein wenig hdprig und unilersichtli ch erscheinen. Darum gibt eseine
symbali sche Kurzschreibweise fir den Existenz- und den All-Quantor:

9x 2 M: “esexistiert ein X aus der Menge M , sodal¥’

8x 2 M: “fur alex ausder Menge M ”

Damit 1al3t sich die De nition der Konvergenz kompakter ausdriicken.
Beispielsweise konvergiert die oben de nierte Folge (an), 1 = % gegen den Grenzwert 0,
da zujedem" > Oein N existiert, soda fur dlen N die Ungleichungja, aj < " gilt,
manwahle @énfach N (") = 1+ 1. Esist ersichtlich, dal3 zwei benachbarte Folgegli eder einer
konvergenten Folge mit steigendem Index n beli ebig nahe aneinander riicken. Eine Folge mit
dieser Eigenschaft bezechnet man a's Cauchy-Folge.
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A Anhang zur lineaen Algebra

Man nenrt eine Folge (a,)n2n Konvergent mit dem Grenzwert a 2 R und
schreibt dafir lim,y a, = aoderaucha,! afirn!1l ,wenn
folgendes gilt:

8">0:9N2N:ja, a&<" 81 N:

Eine Folge (a,)n2n heildt Cauchy-Folge, wennesfir ale” > Oene
natirliche Zahl N (") gibt, sodal3allen;m N die Ungleichung
jan,  amj < " eflllen, d.h. wenn folgendes gilt:

8'>0:9N2N: ja, amj<" 8mm N:

Eine konvergente Folge ist unabhéngig von der Zielmenge stets eine Cauchy-Folge, jedoch
ist die Umkehrung richt zwingend, wie man am folgenden Beispiel veri zieren kann.

|an-a| !
o" :
. |
., |
Yagl
—————— -11;—.——————————————--
8>0 : 'l.n.--......... n
N(g)
i
|a~-al . L
...':’0‘:‘
_________ === === —————————
1 an
€>0 LTl T,
L4
: * ag. n
N(e)

Abbildung 41 Korvergenz von Folgen. Bei der oberen Folge veringert sich der Abstand
zum Grenzwert a mit ansteigenden Folgeindizes immer mehr. Diesist bei der unteren Folge
zwar nicht der Fall, dennoch veringert sich der Abstand zum Grenzwert a auch hier mit
ansteigenden Folgeindizes 0, dal3es fur jeden noch so kleinen Epsilon-Sreifen, ein N ()
gibt, ab dem auch alle nachfolgenden Folgeglieder in dem Epsilon-Streifen liegen. Darum
sind beide Folgen konvergent.

Zur Berechnung dr positiven Losung vonx? = 2 als Nullstellevonf (x) = x> 2, welche
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im Intervall [1; 2] liegen mufd kannman zwei Folgen (a,), 1 und(ly,), 1 de nieren, die mit
a; = 1,y = 2initidisiert werden. Diesg sollen nunso korstruiert werden, dal3 sie sich dem
gesuchten Wert, welcher imweiterenals’ 2 bezechnet werden moge, schrittweise anndhern.
Fur die Schrittek = 1;2;3;::: setzt man ¢ := %(ak + k) as das ogenannte arithmetische
Mittel vona, undhb,. Nun de niert man weiter

a, undb . = ¢ falsf(a) f(c)< O
cundb. 1 = b anderenfalls.

A+ 1

A+ 1

Per De nitionist jedes Folgeglied eine rationale Zahl, sodal? beide Folgen rationale Folgen
(@)n 1o N Qund(b), 1: N! Q sind Dartiberhinaus ist die Differenz zwischen
zwel aufeinander folgenden Folgeglieder fur beide Folgen sogar monaon fallend, was in-
sofern eine Verscharfung der Cauchy-Eigenschaft bedeutet, dal3 nunsogar zwei benachbarte
Folgeglieder von (a,)n 1 und(by), 1 mit steigendem Index immer néher aneinanderriicken.
Darum sind de beiden Folgen erst recht Cauchy-Folgen. Dennach konwergiert keine der bei-
den Folgen gegen einen Grenzwert a 2 Q. Da der Kérper der redlen Zahlen durch das
yo_ll sténdigkeitsaxiom de niertist, undin R somit jede Cauchy-Folge konvergiert, ist jedoch
22 R per De nition.

Erst die Voll stéandigkeit von R stellt die aus der Schulmathematik bekannte Tatsadhe sicher,
dai jede Stufenfunktionin R eine Unstetigkeitsdell e besitzt. In Q kann eine Stufenfunktion
namlich durchaus tberall stetig sein, wie man sich sogleich an folgendem Beispiel verdeutli-
chen moge.

Man sagt, eine Funktionenf : D! RmitD R korvegiertgegena 2 Rfurt ! to
undschreibt daftr
limy f (1) = &

wenn sich die Funktionswerte f (t) von dem Wert a beliebig wenig urterscheiden, solange
sicht nur nahe genug el to be ndet, d.h. wennfolgendes gilt:

8">0:9 >0:jt tj< ) jf() aj<"

Man beadite den Implikationspfeil “) ”, welcher besagt, dal3 de rechte Aussage aus der
linken zwingendfolgt, d.h. anders formuliert:

8'>0:9 >0: jf(t) ag<"8tmitjt to<

Eine weitere &uivalente Formulierung lautet: Fir jede Folge (t,)n2n Mit t, 2 D, welche
gegento konwergiert, istlim,; f (t,) = a, d.h.

Mit dem soweit prazsierten Konvergenzbegriff f Ur Funktionen kann man die Stetigkeit einer
Funktion de nieren (Abbildung 43.
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A Anhang zur lineaen Algebra

EineFunktionf : D! RmitD R heift stetigimPunktty, 2 D, wenn
limy f (t) = f (to): (S)

Die Funktion heil3 stetig, wennsiein jedem Punkit 2 D stetigist.

Man betrachte die Stufenfunktion e, D Q! R mit

p_
pr(t): 1fallst> IO2

Ofallst 2
Dieseistin ganz Q stetig, denn de enzig vermﬁigtlicheUnstetigkeitssteIIet = P 2 liegt nicht
inQ.Dal nr, @ R! RanderSellet = 2 unstetig ist, zeigt man mit der zuvor kon-
struierten Folge (by), 1. Wahrend nBmlich der linksseitige Grenzwert limp; sz(an) =
0= o, ( 2 mit dem Funktionswert an der Stellet = * 2 identisch ist, gilt dies fur
den rechtssaitigen Grenzwert limp; Hpi(bq) =16 Hpi( 2) nicht mehr. Darum ist
lim, P5 pp_(t) nichtde niert und de Bedingung(S) nicht erfullt.

v S —

6>0

Abbildung 42 Setige und urstetige Funktion. Bel der unstetigen Funktion (unten) kann
man das Delta-Intervall noch so klein wahlen, die Funktion wird in der unmittelbaren Nahe
der Unstetigkatsgelle to niemals komplett in dem Epsilon-Sreifen liegen. Dies ist bedeu-
tungsgleich damit, dal3es eine gegen to kornvergierende Folge (t,,)non gibt, deren Grenzawert
limny f(t,) 6 f(to) ist. In der Tat kann keine der von rects gegen to kornvergierenden
Folgen (tn)n2n jemals den Grenzwert f (to) haben.
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Mit der Stetigkeit i st die Diff erenzierbarkeit einer Funktionin gewisser Weise verwandt, wie
man an der De nition beider Begriffe ekennen kann.

EineFunktionf : D! RmitD R heif’ differenzierbar im Punkt
to 2 D, wenn der Grenzwert

lim,, “’w = £ %t,)
0
existiert undman bezeachnet f ty) in diesem Falle ds Ableitung oder
Differentialquatient % vonf an der Stellety. Exisitiert die Ableitungauf
dem gesamten De nitionsbereichD R, so bezechnet man die
Funktion als differenzierbar.

Die Ableitungeine redlen Funktion wird zu Beginn des Anhangs B motiviert und Gbi cher-
weise ds ge Steigungeiner Funktion veranschauli cht. Eineunstetige Funktionf : R! Rist
grundsétzlich nicht differenzierbar, denn welche endliche Steigungsollte ane solche Funk-
tion an ihrer Unstetigkeitsdelle schon haben. Aus der Stetigkeit einer Funktion folgt aber
nicht zwingend deren Differenzierbarkeit, wie man am Beispiel f : x 7! jxj erkennt. Well
aus der Differenzierbarkeit einer Funktionin R aber deren Stetigkeit geschluf¥olgert werden
kann, ist die Ableitungjeder zweifacd diff erenzierbaren Funktion stetig. Man bezeachnet eine
Funktion as stetig differenzierbar, wenn sie differenzierbar ist, undihre Ableitungsfunktion
stetig ist. Viele Sétze aus der Dynamik setzen die stetige Diff erenzierbarkeit der Funktionen
voraus, welche die zatli che Verénderung der Zustandsvariablen beschreiben. Glinstigerweise
sind de Potenzfunktionenf : x 7! x" fur allen 2 N auf ganz R stetig differenzierbar und
Summen stetig diff erenzierbarer Funktionen ebenfall s detig diff erenzierbar, weshalb all e Po-
lynomfunktionen auf R stetig diff erenzierbar sind, insbesondere die Polynome esten Grades
in der lineaen Dynamik.

Damit sei dieser kleine Exkurs in die Analysis beendet. Wer so viel Epsilontik®? bereits
an dieser Stelle Uberdrisgg ist, der be ndet sich bei vielen Naturwissenschaftlern in guer
Gesell schaft. Zumindest dem Vorurteil mancher Mathematiker nadh, sel esin den Naturwis-
senschaften UMdich, jede Funktion unhnterfragt erst einmal als getig differenzierbar anzu-
nehmen. Wie dem auch sei - mit einer groben Vorstellung davon, worum es geht, wenn von
stetig diff erenzierbaren Funktionen die Rede ist, kann auch in anwendungsorientierter Hin-
sicht macher TrugschluRerspart bleiben.

52Epsilontik ist eine scherzhafte Bezéchnungfir die soeben dargestellte mathematische Notation der Ana-
lysis, in welcher das “Epsilon g6f%r null” fur bezéchnend erachtet wird.
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Komplexe Zahlen

Um die Wurzdfunktionauch fir negative Zahlen zu de nieren, fihrt man dieimaginére Ein-
heit i ein, fur welchei? = 1 gelten soll, und geht von den redlen Zahlen zu den komplexen
Zahlen Gber. Unter dem Korper der komplexen Zahlen (C; +; ) versteht man die Menge
C:= R R zusammen mit der Verknipfung der komplexen Addition

+:C C!I C
und der Verknupfung der komplexen Multi plikation
:C C! G

welche durch
(&b + (c;d) ;= (a+ c; b+ d)

und
(a;b) (¢ d):= (ac bd;ad+ Ix)

erklart sindP3. HierbeiistR 0 C isomorphzu R undzwar sowohl bezigli ch der Addition,
als auch beziglich der Multiplikation. Man identi ziert daher (a;0) 2 C mit a2 C undfaldt
auf diese Weise R as Teilmengevon C auf: R C. In der gleichen Weise identi ziert man
(0;1) 2 Cmiti 2 C, sodaldjedes Element von0 R C statt (0; b) asibund cemnach
jedes = (a;b) 2 Cals

=a+ib

mit a;b2 R geschrieben werden kann. Man bezechnet a alsden Realteil von undbalsden
Imaginérteil von . Damit ist

(&b (cd) = (a+ib(c+id)
— . . .2
= ac+ iad+ |bcl+_{zt3?
= bhd

= ac bd+ i(bc+ ad)

= (ac bd;ad+ bo):
Ist = a+ ibeinekomplexeZahl,dannrenntman = a ibdiekomplex lonjugierte Zahl.
Mitj j = = a’+ I? de niert man den redl en Betrag einer komplexen Zahl.

Im Korper dey komplexen len ist die Gleichungx? = 2 au Gsbar, denn es ist x
nﬂ) -2 = v 1612 = %?h 2. Mit x = % 2 ist auch die komplex konjugierte Zahl x
2 eine Losung

53Dje komplexe Multiplikationist so de niert, dai sie fir eine redle Zahl (a; 0) der skalaren Mulltiplikation
im redl en Vektorraum R? entspricht, d.h. a(c; d) = (ac; ad).
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Vektorr aume

Zuletzt sei noch der grund egendste Begriff der lineaen Algebrade niert, fur welchenin den
weiteren Abschnitten zahlreiche Beispiele folgen werden:

Ein redler Vektorraum (V; +; ) besteht aus einer Menge V und einer Abbildung (Vekor-
addition)
+:V VIV, (X5y) 7 x+y;

sowie d@ner weiteren Abhbil dung(skalare Multi pli kation)
R VIV, (;x)7 Xx;

wobei (V; +) eine &elsche Gruppe bildet und den folgenden Bedingungen gentig:

(x)=( )xfurdle 2R;x2V
Ix = x furalex 2 V

(x+y)= x+ yfirdle 2R; x;y2V
( + )x= x+ xfurdle 2R;x2V

Ein komplexe Vektorraum (V; +; ) unterscheidet sich voneinem redlen Vektorraum ledig-
lichin der skalaren Multi plikation

:C VIV, (;x)7 X

dahingehend, dal’3 dese im ersten Argument Werte aus C annimmt, ansonsten jedoch den
gleichen Bedingungen wie im redlen Fall gentg. Oftmals bezechnet man einen Vektor-
raum (V; +; ) einfach mit V', wenn aus dem Kontext hervorgeht, wie die Vektoraddition und
die skalare Multi plikation de niert sind, welche zusammen mit V den jeweili gen Vektorraum
konstituieren. Anstell e @nesredlen VVektorraumes gricht man vielfach auch voneinem Vek-
torraum Uber R, anstell e @nes komplexen Vektorraumes von einem Vektorraum tber C, und
im Falle @nes beliebigen Korpers (K; +; ) spricht man voneinem Vektorraum tber K. Man
bezechnet die Elemente aus K gelegentlich als Skalare. Fir V = R R schreibt man in
diesem ZusammenhangR?> = R R undalgemein R" = I? R{Z::: I? Entsprechend

n mal

ist C" de niert. Man beadte, dal3 (C"; +; ) mit einer skalaren Multi plikation

R C"!I C", (;x)7' x

einen redlen Vektorraum darstellt, da die Skalare redl e Zahlen sind. Insbesondere kann C
selbst mit einer solchen skalaren Multiplikation als redl er Vektorraum aufgefaldt werden.
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] p ] qx
1,5a ]
: - $—(0+1i)a
a ,/.'(Z’“b "
» / . /
~ ., 90
D# X1 " X1

Abhildung 43 Veranschaui chung der isomorphen redl en Vektorr aume R? undC in der Ebe-
ne. Die Elemente

4 3
a= 4 undb = 0

aus R? undC werden als Pfeil e dargestellt. Die Vekoraddti on zweier Elemente
a+b-=

kann duch Anhangen des einen Vekor pfeilesan de Sptze des anderen Vektor pfeil s konstru-
iert, die skalare Multi pli kation

6
1,5 a= 6
als Streclung des Vekorpfeil s von a dargestellt werden (links). In C steht die x;- Achse fur
den Realtell und de x,- Achse fur den Imaginérteil. Die Multiplikation mit einer rein red-
len Zahl im Korper (C; +; ) entspricht der skalaren Multipli kationim Vekorraum (C; +; )
(links), die Multiplikation mit einer imaginaren Zahl im Korper (C;+; ) entspricht keiner
Vekorraumverkntipfung sondern einer Drehung(redts).
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Lineare Abbildungen und Skalarprodukte

Im folgenden werden einige grund egende Sachverhalte im Zusammenhang mit li neacen Ab-
bildungen, sowie die hier verwendeten Konventionen hinsichtlich der Schreibweise darge-
stellt. Insbesondere soll dies zunddhst im R", dem Vektorraum der n-tupel mit Elementen aus
R, geschehen und anschlieflend auf Vektorrdume von Funktionen Ubertragen werden. Die
Vektorenv 2 R" werden im weiteren wie folgt als Spaltenvektoren durch ihre Komporenten
V1; Vo, iii; vy dargestellt: 0 1

Vi

V2
v=R : (A1)

Vi

Der transporierte Vektor vT stellt einen Zeil envektor dar, umgekehrt ist unter dem trans-
pornierten Zeil envektor (vq; Vs; 22 Vyy) T wiederum ein Spaltenvektor zu verstehen. Zusammen
mit der Vekoraddtion+ : R" R" ! R" und cer skalaren Multiplikation : R R"! R"

0 1 0 1
Vi + Ug Vi
Vo + Uy Vo
V+U-= . VvV = .
Vn + Un Vn

ist der R" ein Vektorraum. Esist Giblich, Skalare in diesem Kontext mit griechischen Buch-
staben ; ;:::zu bezachnen. Fir einen Vektorraum diber Rsind ; ;12 R.

Wenn v und u beliebige Elemente @nes Vektorraumes V sind, und W ein weiterer Vek-
torraum ist, so bezechnet man eine Abbildungf : V! W genau dannalslinear, wennsie
den beiden Gleichungen

f(v+u)="~f(v)+f(u)
fFCv)= f(v)

genud. Die este Zell e besagt, dal3 eine lineae Abbil dungein Homomor phismus der Vektor-
additionist, sodal? dese bei einer linearen Abbildungerhalten bleibt, die aveite Zeil e besagt,
dai3 eine lineae Abbildungein Homomorphismus der skalaren Multiplikationist. Esist Gb-
lich, beides in einer Bedingungzusammenzufassen und voneinem Homomorphismus der
\ekorraume zu spredchen:

f(v+ u)= f(v)+ f(u) (A.2)

Mit Hom(V; W) mogeim weiteren die Menge dl er lineaen Abbildungen vonV nach W be-
zachnet werden. Man nennt f (v) 2 W das Bild vonv und de Mengef (V) W dasBild
vonf.Firw 2 W undA W bezechnet man die Mengef vjf (v) = wg as Urbild von
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A Anhang zur lineaen Algebra

w, dieMengefvjf(v) 2 AgasUrbild vonA undf vjf (v) 2 Wg asUrbild vonf . Letz-
teresist mit dem Vektorraum V identisch, und dbs Bild vonf stellt einen Untervekorraum
von W dar. Ein Untervektorraum U ist eine Teilmenge @nes Vektorraums, welche bezig
lich der Vektoraddition und ar skalaren Multi pli kation abgeschlosseniist, d.h. ausv;u 2 U
folgt v+ u 2 U fir beliebige ; . Damit stellt ein Untervektorraum selbst wiederum
einen Vektorraum dar. Jeder nicht leae Untervektorraum eines Vektorraums V enthdlt mit
dem Vektor u auch den Vektor -u und demzufolge stets den Nullvekor 0. Dieser ist das
neutrale Element der Vektoraddition, d.h. derjenige Vektor, welcher fur allev 2 V die Glei-
chungv + 0 = 0+ v = v erflllt. Das Urbild des Null vektorsist ein Untervektorraum von
V undwird mit Kern von f bezeachnet, dennist f (v) = 0 undf (w) = 0, dannist auch
f( v+ u) = 0,well dasBild vonf ein Untervektorraum undf linea ist. Man beadte,
dal3 Kern vonf ein Untervektorraum vonV, das Bild vonf hingegen ein Untervektorraum
vonW ist. Eine lineae Abbildungf 2 Hom(V; W) ist genau danninjektiv, wenn der Kern
vonf nur ausdem Nullvektor besteht, dennist f nichtinjektiv, d.h.istf (v) = f (w) flr zwel
verschiedene Vektorenv 6 w ausV, soistauchv ~w 6 0 Element aus dem Kern vonf ,
daf(v) f(w)="f(v w)ausderLineaité vonf folgt. Umgekehrt folgt per De nition,
da3f nichtinjektiv ist, wennf (0) neben dem Nullvektor noch ein weiteres Urbild hat.

Jede lineae Abbildung bl det den Nullvektor auf den Null vektor des
Bildraumes ab. Eine lineae Abbildungist genau danninjektiv, wennihr
Kern nur den Null vektor beinhaltet.

Wie man selbst Uberprifen moge, ist die Verkettungf g zweier lineaer Abbildungenf und
g ihrerseits wieder eine lineae Abbildung und de Umkehrabhildungf * einer bijektiven
lineaen Abbildungf ist ebenfalls bijektiv undlinea, d.h. mit f ist auchf * ein Vektorrau-
misomorphismus.

Beispiel sweise entspricht® die ausder Schulmathematik bekannte Matrix-Vekor-Multi pli kation
w = Av einesVektorsv 2 R" mit einer redlenm  n-Matrix

SAls eingtellige Verkniipfung (Operation) fao @ v 7! Av aufgefaldt entspricht die Matrix-Vektor-
Multiplikation mit einer redlen m  n-Matrix A einer lineaen Abbildungf, : R" I R™. Wie weiter
unten erlautert kann man jeder lineaen Abbildungf 5 : R" ! R™ eineredlem n-Matrix A bijektiv zuord-
nen, sodal3f : v 7! Av. Diese bijektive Zuordnungstellt i hrerseits eine lineae Abbildung undsomit einen
I somorphismus von Vektorrdumen dar.
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dj1 A L Ain

A1 A2 I Qg
A = (a”) =

dm1 @m2 1 8mn

(aj 2 R 8i = 1;::;m 8 = 1;:5;n) einer lineaen Abbildungf, : R" ! R™. Dabei werden
Vektoren v aus dem R" auf Vektoren w des R™ so abgebil det, dal3 fUr die i-te Komporente
vonw gilt:

X

W = a Vv (A3)

i=1
Die folgende Skizzeill ustriert eine gangige Mnemotednik. Entsprechend deser dreht man
den Vektor v .um 90 Grad gegen den Uhrzeigersinn undlegt ihn von olen nach urten auf
die @nzdnen Zeilen der Matrix. Dabei multipli ziert man tbereinanderli egende Eintrdge und
summiert die Ergebnisse auf, um den jeweili gen Zeil eneintrag fir w zu erhaten:

ajp a1 ... G1n ()] (o]
o1 99 ... Uon (D) W9
U1 mo ... Umn Un Wy

Man kann de Spalten einer Matrix als Spaltenvektoren a;; :::;a, auffasen, wie esin der
Schreibweise A = (aq;::;;a,) zum Ausdruck kommt. Fir die Einheitsvekoren

0 1 0o 1 0o 1
1 0 0
0 1 0
e = S, &= ST S =
0 0 1

gilt offensichtlichAe; = a miti = 1;:::;n.
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Die Spalten einer Matrix entsprechen den Bildern der Einheitsvektoren.

Da
X X X

ai( v+ u)= aj Vi + aj Uy ;
j=1 i=1 j=1

ist die durch diqzl\/latrix-Vektor-MuIti plikation gegebene Abbildungf, @ v 7! Av linea.
Den Ausdruck ( in=1 ia;) 2 R™ bezachnet man als eine Linearkombination der Vektoren
a;; i an, 2 R™ mit den Koef zienten 4;:::; , 2 R.DieMenge dler Lineakombinationen
der Vektorenag; ::;;a, 2 R™ ist ein Untervektorraum von R™ undwird alsder vonay; :::; a,
aufgespanrte Vektorraum bezechnet. Die lineae Abbildungf, : v 7! Av kannalseine
Lineakombination der Spaltenvektoren a,;::;;a, 2 R™ mit den Komporentenvy; :::; v, as
Koef zienten dargestellt werden:

xXn

fa(v) = Vig

i=1

DasBild vonf  istder von den Spalten der Matrix A aufgespannte UntervektorraumvonR™.

Fur einzealige Matrizen (m = 1) ergibt sich ein Spezalfall der Matrix-Vektor-Multi plikation,
bei dem die Matrix A als Zeilenvektor u™ = (uy; u,; ::; u,) aufgefaldt werden kann:

X
u' v= TR (A.4)

i=1
Die Transponierte AT einer Matrix A ist de niert als (a;)" = (aj;). Dem entspricht, dafi3
der transporierte Vektor des Spaltenvektors u ein Zeilenvektor u' ist. Als einstellige Ver-
knipfungf,r : R"! Rmitf,r : v 7! u'v stellt (A.4) eine Linearform oder ein lineares
Funktiond dar, wie man eine lineae Abbildung voneinem Vektorraum auf die Menge der
Skalare bezachnet. Wennman (A.4) hingegen dszweistelli ge Verknipgiung : R" R"! R
versteht, so stellt diese Abbil dungeine Bili nearform, ndmli ch das Sandard-Skalar produkt im
R" dar. Die BezechnungStandard-Skalarprodult deutet darauf hin, dal3 esim R" durchaus
noch weitere Skalarprodukte gibt. In Vektorrdumen vonFunktionen ist die durch (A.4) gege-
bene Berechnungsvorschrift eines Skalarproduks derart nicht anwendbear, jedoch kénren die
wesentli chen Merkmale beim Ubergang zu kortinuierli chen Indexmengen, wie weiter unten
erlautert, Ubertragen werden.

Die dlgemeine De nition eines Skalarproduks h; i : V.V I R in einem Vektorraum
V Uber R lautet:

h;i:V V! Ristlinea in beiden Argumenten (bilinear), d.h. fir v;w;u 2 V
und ; 2 Rist
hv+ w;ui= hv;ui+ hw;ui (A.5)
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undP®
hu; v+ wi= huvi+ hu;wi (A.6)

h;i:V V! Ristsymnetrisch, d.h.forv;w 2 V ist
hv;wi = hw;vi (A.7)

h;i:V VI Ristpostivdenit,d.h.fiurv 6 Oist
hv;vi > 0 (A.8)

Einen Vektorraum V Uber R zusammen mit einem Skalarprodukth; i : V. V! R bezech-
net man as euklidischen Vekorraum (V; h; i). Das Standard-Skalarprodukt im R" wird in
der wissenschaftlichen Literatur fir gewodhnlich durch einen einfachen Punkt symbalisiert.
Dort unterscheidet die Schreibweise auch nur selten zwischen Zeil en- und Spaltenvektoren,
sodaBu’ v kurz dsu v dargestellt wird. Zwei Vektorenv;w 2 V, deren Skalarprodukt
die Null ergibt, hv; wi = 0, werden als zueinander orthogonae Vektoren bezechnet. Durch
jvj :=  hv;vi wird die euklidische Norm von v de niert. Unter einer Norm auf einem
Vektorraum V versteht man im algemeinen eine Abbildungk k : V' I R mit folgenden
Eigenschaften:

kvk Oundkvk=0, v=0flralev 2 V (positiveDe nitheit)
k vk=j jkvkfuralev 2 V; 2 R (Homogenitét)
kv+wk kvk+ kwkfiralev;w;2 V (Dreiedksundeichung

Man bezachnet (V; k k) as normierten Vekorraum. Fir Vektorenv 2 R" kann de euklidi-
sche Norm als Lange oder Betrag des Vektors v aufgefaldt werden. Der Vektor -~ (v 6 0)

jvj

wird als normiert bezechnet, seine Norm betrégt eins. Mit cos (v;w) = J‘(/T”VVVV] wird far
0 (v;w) imR" ein Winkd (v;w) zwischenv 6 O undw 6 O de niert. Da
mit 18Rt sich das Standard-Skalarprodukt im R" durch den Winkel (v;w) asv™ w =
jvjjwj cos (v;w)darstellen. Fir einenWinkel (v;w) = 0ist das Standard-Skalarprodukt
demzufolge das Produk der Betrége, undim Falle enes 90 Grad Winkelsist esnull. Die fir
v;w;2 V; v 6 0durch

VoV
"ivivi
de niertelineae Selbstabbildungauf V wird als die Orthogonaprojektiiondes Vektorsw auf
denvonv 6 0 aufgespannten Vektorraum oder kurz dsdie Orthogoral projektion des Vektors
w auf v bezechnet (Abbildung 44. Im R" gilt w' J%J = jwj cos (v;w). Demzufolge
istcos (v;w) fur O (v;w) =2 der Betrag der Orthogoralprojektion des normierten
Vektors jxj (w 6 0) auf den vonv aufgespannten Vektorraum und kann as solcher fur
beli ebige Vektorraume verall gemeinert werden.

P, :w7! (A.9)
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w
%
.
Projektion
auf v
>
D E

Abbildung 44 Die Orthogondprojekion w; m sz des Vekors w auf v kann dsder “ An-
teil des\Vekors w inv-Richtung aufgefald werden.
Auf einem normierten Vektorraum (V; k k) wird durch

div;w) = kv wk (A.10

eine Metrik indwziert. Eine Abbildungd : V' V I R bezechnet man als Metrik auf dem
Vektorraum V, wenn sie folgende Eigenschaften hat:

d(viw) Oundd(v;w)=0, v=wfirdlev;w;2 V (postiveDe nitheit)
d(v;w) = d(w;v) furalev;w;2 V (Symmetrie)
d(u;w)  d(u;v) + d(v;w) faraleu;v;w;2 V (Dreiecksungeichung

Im R™ mit der euklidischen Norm jvj = v vl v en&prlcht die durch (A.10) gegebene Me-

trik der euklidischen Metrik d(v;w) = jv = wj = (v w;)?, welche ds Abstand
oder Distanz zwischen zwei Vektoren des R" interpretiert werden kann.

Durch den Betrag der Orthogoral projektion des normierten Vektors - (w 6 0) auf v 6 0

jwi
: w Vv
SIM(V,W)p-i := —,

(Vi Wn: jwj' jvj
wird eine Ahnlichkeitsfunktionen simy,.; : VnfOg VnfOg! [O;1] fur zwei vom Nullvektor ver-
schiedene Elemente enes euklidischen Vektorraums (V; h; i) de niert. Unter einer Ahnlichkeitsfunk-
tion auf einer Menge M versteht man eine redlwertige Abbildungsim : M M ! [0; 1] mit
folgenden Eigenschaften:

5Die Lineaitat im zweiten Argument ergibt sich aus der Lineait&t im ersten Argument zusammen mit der
Symmetrie undmu3im Grunde nicht de niert werden.
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sim(x;x) = 1furalex 2 M (Re exivitét)

sim(x;y) = sim(y;x) furalex;y 2 M (Symmetrie)

Ahnlichkeit ist stets in Hinblick auf bestimmte Eigenschaften zu verstehen. Bei der fur w 6 0 und
v 6 0imR" de nierten langeninvarianten Ahnlichkeitsfunktiion sim (v;w) := jcos (v;w)j ha
ben je 2wei bis auf das Vorzeichen gleichgerichtete Vektoren die maximale Ahnlichkeit, unabhdngig
davon, wie sehr siesich in ihrer Lé&nge unterscheiden.

Lineae Abbildungen kdénren auch Operatoren auf redlen Funktionen sein. Mit der jewells
punkweise de nierten Vektoraddition

(f +9)(x) = f(x) + g(x) (A.1D)

undskalaren Multi plikation
( F)(x) = f(x) (A.12

wird deMenge dler Abbildungf : V! W zueinem Vektorraum Abl{V; W) mit Hom(V; W)
als Untervektorraum. Dementsprechend hildet die Menge dler redlen Funktionen den Vek-
torraum AbKR; R) mit zahlreichen Untervektorrdumen. Interpretiert man, der Isomorphie
von Ab{N,; R) undR" entsprechend, die Komporenten eines Vektorsv 2 R" as Bilder
der Abbildungv : N, ! R; i 7! v; := v(i) mit der Indexmenge N, = f1;2;:::;ng, so
ergibt sichf 2 AbiR;R) als Abbildungf : x 7! f (x) anschaulich aus dem Ubergang zu
einer kontinuierlichen Indexmenge. Einen Untervektorraum von AbiR; R) stellt C(R) dar,
die Menge dler stetigen Funktionen von R nach R, welcher wiederum C*(R), die Menge
aler stetig differenzierbaren Funktionen vonR nach R, als Untervektorraum hat. Verall ge-
meinernd bezechnet C"(R) den Vektorraum der n-mal stetig diff erenzierbaren Funktionen
undC*? (R) den Vektorraum der beliebig oft stetig diff erenzierbaren Funktionen vonR nach
R. Abbildungen auf solchen Vektorraumen sind Gegenstand der Funktionalanalysisundwer-
den dart Gblicherweise ds Operatoren® bezechnet. Ist die Abbil dungeine Lineaform (d.h.
der Bildraum ist der Skalarenkorper), so spricht man spezell von einem Funktiond.

Ein Beispiel fir eine lineae Abbildungin C! (R) ist durch den Differential operator % :
C!(R)! C! (R) gegeben, danad den Ableitungsregeln

d d d
GO+ g = ZfO+ Lo

gilt. Man spricht gelegentlich von einem linearen Operator oder setzt, wie in der lineaen
Funktionalanalysis tiblich [We05], die Lineaité&t alsimplizitesMerkmal des Operatorbegriffs
voraus, was im weiteren gelten moge. Mit der algemeinen De nition des Skalarprodukts
kann ein solches durch Z,

H ;o = f (t)g(t) dt (A.13

a

56Eine (stetige) lineae Abbildungzwischen narmierten Vektorraumen heif3t in der Funktionalanalysis (steti-
ger) Operator.
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auf dem Vektorraum der im Intervall [a;b] R stetigen Funktionen C[a; ] C(R) de -
niert werden. Fur auf [a; b] stetige Funktionen f und g ist das Integral (A.13) im Riemann-
schen Sinne, wie es in der Schulmathematik eingefuhrt wird, stets de niert, denn der Rie-
mannschen Integrierbarkeit gentig bereits jede stlickweise stetige, d.h. bis auf endich viele
Unstetigkeitsdell en stetige Funktion. Das durch (A.13) de nierte Skalarprodukt entspricht
dem Standard-Skalarprodukt im R" beim Ubergang zu einer kontinuierlichen Indexmen-
ge. Darr]g)t ist (Cla;b]; h; i) ein euklidischer Vektorraum. Die Abbildungf 7! kfk, mit
kf k, = K ;fi de niert eine Norm auf C[a; b], sodal3 mit (C[a; bj; k k,) auch ein narmier-
ter Vektorraum vorli egt.

Anders as in der lineaen Algebra sind in der Funkiionalanalysis normierte Vektorréume relativ
bedeutungslos, solange diese nicht auch valstandig sind. Ein namierter Vektorraum (V; k k) ist
vollsténdig, wenn jede Cauchy-Folge bezigich der durch die Norm indwzierten Metrik d(v;w) =
kv wkfarv;w 2 V inV konwergiert. Fir (Cla; bj; k k,) verlangt die Vollstandigkeit, dal? jede
Folge (f n)n2n VON im Intervall [a; b] stetigen Funktionen f,, welche fir dlet 2 [a; b] der Cauchy-
Eigenschaft

8">0:9N 2 N: kfp(t) fm(hk, <™ 8n;m N

genld, eine im Intervall [a; b stetige Funktionf 2 C[a; b] als Grenzwert besitzt. Eine Folge von
Funktionen (fn)n2n aus (Cla; bl; k k,) konwvergiert (punkweise) auf [a; b] gegen die Grenzfunktion
f,kurzlimpy fn =1 ,wennflralet 2 [a; b] folgendes gilt:

8">0:9N(";t)2 N: kf,(t) f()k,<" 81 N

Man bezeachnet einen vdlsténdigen narmierten Vektorraum als Banchraum. Die purktweise Korver-
genz bedeutet, dald der zu " > 0 gewéahlte Index N im algemeinen nicht nur von" sondern auch von
der Stellet 2 [a; b] abhéngt. Dies darf nicht mit der gleichméligen Korvergenz verwedselt werden,
bei welcher der zu " > 0 gewdhlte Index N von der Stellet 2 [a; b] unabhéngig ist. Eine Folge von
Funktioren (f n)non aus (C[a; b; k k,) konvergiert gleichmaliig auf [a; b] gegen die Grenzfunktionf
wenn folgendes gilt:

8">0:9N(";t) 2 N: kf(t) f(t)k,<"™ 8n N und8t 2 [a;b]

Eine entscheidende Auswirkung deichmaidiger Konvergenz auf¥ert sich in der Stetigkeit der Grenz-
funktion einer Folge (fn)n2n Stetiger Funktionen. Konvergiert (f,)non mit stetigen Folgegliedern
fn 2 Cla; b gleichméidig gegen die Grenzfunktionf , soist auch f stetig, d.h. f 2 C[a;b]. Die Ste-
tigkeit der Grenzfunktion ist im allgemeinen, d.h. bei punkweise konvergierenden Funktionenfolgen,
nicht garantiert. Dies zeigt das Beispiel der Folge stetiger Funktionen f, 2 C[0; 2] mit f,(t) = t" im
Intervall [0; 1] undf(t) = 1im Interval [1;2]. Hierbei ist

1 falls 1 t 2

FO=lmu fn®=" 5 ¢ois 0 t<1

d.h. (f n)n2n konvergiert punkweise gegen eine an der Stellet = 1 unstetige Grenzfunktion. Dennach
ist (f n)n2n €ine Cauchy-Folgein (C[a; b; k k), dafirn > m
s
z; I
0

r
1 2 N 1 2
2m+1 m+n+1 2n+1 2m+ 1
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ist, wahleN (") > & 1. Dies bedeutet, dai3 (C[a; b]; k k,) nicht vollsténdig undsomit auch kein
Banchraum ist. Der Versuch auf den im Interval [a; b] stlickweise stetigen, d.h. im Riemannschen
Sinre integrierbaren Funktionen mit der k k,-Norm einen Banadwaum zu korstruieren scheitert.
Aus diesem Grunce betrachtet man anstelle von (C[a; b]; k k,) in der Funkiionalanalysis den Ba-
nachraum (L?[a; b];|5 k,) der im Lebegueschen Sinne im Intervall [a; b integrierbaren Funktionen
f:[ab! Rmit [a;b]jf (t)jzdt < 1, genauer derjenigen Aquivalenzklassen solcher Funktionen,
die fast Gberall Ubereinstimmen [We06]. Das Lebegueintegral ist ein allgemeinerer Integralbegriff, in
desen Rahmen urnter anderem auch all e im Riemannschen Sinneintegrierbaren Funktionen integrier-
bar sind [Wal95].

Demgemél sind in der Funktionalanalysis auch nur solche euklidischen Vektorrdume (H; h; i) von
Bedeutung welche beziglich der durch das Skalarprodukt indwzierten Norm kvk, = = hv;vi mit
v 2 V vollstdndig sind. Solch ein Vektorraum wird als Hibertraum bezechnet. Nach den vorangegan-
genen Ausfiihrungen ist (L2[a; b]; h; i) offensichtlich ein Hil bertraum. Von besonderer Bedeutungist
der Hilbertraum (L2(R); h; i) der im Lebegueschen Sinne absolut integrierbaren Funktionen auf R.
Fir die anschlieffenden Betrachtungen geniig jedoch der Riemannsche Integral begriff .

EineFunktionf : R! R heil3 absolut integrierbar, wenn sie auf jedem endli chen Intervall
stiickweise stetig ist und Z .,

jf)jd<1;
Rl
d.h. der Grenzwert limg 1 limy; ;’jf (t)j dt existiert. Fur absolut integrierbare Funktio-

nen kénren die Integrationsgrenzenin (A.13) auf 1 bis1l erweitert werden. Zwei solche
Funktionen f (t) undg(t) sind dementsprechend genau dann athogoral zueinander, wenn

Z 1
f(t)g(t)dt = O;
1
undmit
S zl—
kf k = f(t)2dt

1

wird fur absolut integrierbare Funktionen eine Norm de niert. Fir zwei normierte Funktio-
nen f (t) undg(t) mit kf k = kgk = 1 kann, wie oben erlautert, mit Ruckgriff auf das Ska-
larprodukt eine Ahnlichkeitsfunktion de niert werden. Um die Ahnlichkeit einer normierten
Funktion f (t% undeiner umt verschokenen narmierten Funktion g(t°+ t) in Abhéngigkeit
von der Verschiebungt zu beschreiben (Abbildung 45, verwendet man die Korrelationsfunk-
tion Z,
Mig(t) = f (t9)g(t°+ t) dt® (A.19)
1
Fur nicht normierte, absolut integrierbare Funktionen ist die Korrelationsfunktion aufgrund

ihres Wertebereichs keine Ahnli chkeitsfunktion entsprechend der zuvor gegebenen De niti-
on. Die Korrelationsfunktion an der Stelle t wird in diesem Falle oftmals a's das Ergebnis
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einer Gewichtung oder Filterung der Funktion g(t% mit dem an der Position t angelegten
Filter f (t9 veranschaulicht. An der Stelle t, an welcher g(t9 mit dem Filter am besten in
Dedkungzu bringen ist, wird die Korrelationsfunktion maximal. Die sogenannte Autokorre-
lationsfunktion Z,

res(t) = f (t9f (t°+ t) dt®
1

nimmt daher an der Stellet = 0 stets ihren maximalen Wert an.
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Abbildung 45 Korrelation zweier Funktionen f (t) undg(t).

Quadratische Matrizen, Determinanten und I nvertierbarkeit

Einweiteres Beispiel fur einen Vektorraumist M at(m n;R), dieMengeder redlenm n-
Matrizen mit der Vektoraddition A + B = C, wobei sich die Eintrége von C zu ¢; =
aj + b aus der Summe der jeweili gen Eintrége von A und B ergeben, und cer skalaren
Multiplikation A = C, bei welcherc; = a;.OffensichtlichistM at(m n;R) isomorph
zuR™ ", Die MatrizenmultiplikationA B = C bildeteinem n-Matrix A undeinen |-
Matrix B auf einem  |-Matrix C ab, deren Eintrége sich folgendermal3en errechnen:

X
k=1
Die Matrizenmulti plikationist bili nea und Ulerdies aswoziativ,d.h. A (B C)= (A B) C.

Durch sie kann ein Skalarproduk de niert werden, mit welchem Mat(m n; R) zu einem
euklidischen Vektorraum wird:

xXnoxo
PA:Bi = spur(AT B)= aij b

i=1 j=1
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Diehierbel verwendete Spu einern n-Matrix C ist alsdie Summeihrer Hauptdiagondele-
mentede niert: spur(C) = Cy1+ Cpo+ il + Gy . DieAbbildungspur : Mat(m n;R)! R
ist selbst eineLineaform, dennspur( A+ B) = spur(A)+ spur(B).Offensichtlich
istspur(A) = spur(A ") und cariiberhinausist spur(ATB) = spur(BTA) .

In der Bildverarbeitung werden Bilder as zweidimensﬁ)nrqle diskrete Verteilung vonL.ichtintensitat
durch Matrizen codiert. Mit der Matrizennam kAk = mo i [-pjaj?furm  n-Bildmatrizen

und cem Betrag der Orthogoralprojektion der normiertenm  n-Matrix jﬁ—j (A = (&) 6 0)auf eine

m n-Matrix F = (fj;) 8 0 wird eine helli gkeits- und kortrastinvariante Ahnlichkeitsfunktionen

_ A F XX
sim(A;F)y. = Ak KER ajj fij
i=1j=1

fur zwei Bildmatrizen A und F de niert. Dabei bedeutet Ahnlichkeit, daR zwei Bildmatrizen bel
normiertem Kontrast in moglichst vielen ihrer Eintrége gering dfferieren. Beim Template Matching
nutzt man eine entsprechende Korrelationsfunktion, umeinen p  g-Bildauschnitt F (ein sogenanntes
Template) ineiner gréfferen m  n-Bildmatrix A wiederzu nden. In Analogie a1 (A.14) de niert man
dieKorrelationsfunktionra g (k;1) as(m p+ 1) (n q+ 1)-Korrelationsmatrix R = (r;) mit
P

rA;F(krI)—rk;l— qP Pn o Hq - >

Ko=1 |0=1 QKO0 k=1 jo=1Jfkad)

A+ k01 + 1of koo
5 S

Die Korrelationsfunktion an der Stelle (k;1) kann, wie im eindimensionalen kortinuierlichen Fall
(A.14), auch hier als das Ergebnis einer Gewichtung oder Filterung cer Bildmatrix A mit der an der
Position (k; 1) angelegten Filtermatrix F veranschauli cht werden, wobei (k; 1) die Positionin der Bild-
matrix angibt, an welcher die linke obere Ecke der Filtermatrix angelegt wird. An der Position, wo die
Filtermatrix mit der Bildmatrix am besten in Dedung zu bringen ist, wird die Korrelationsfunktion
maximal .

Dien n-Matrizen, die durch gleiche Spaten- und Zeilenanzahl charakterisiert sind, wer-
den a's quadatische Matrizen bezachnet. Solche bilden den Vektorraum der quadratischen
Matrizen Mat(n  n;R), welcher beziglich der Matrizenmulti pli kation abgeschlossen ist,
d.h. das Ergebnis der Matrizenmulti plikationzweier MatrizenausM at(n  n; R) liegt eben-
fdlsinMat(n n;R). Fir A;B 2 Mat(h n;R)istmit A B auchB A de niert,
jedoch sind de Ergebnisse beider Matrizenmulti pli kationen im all gemeinen nicht identisch.
Die Matrizenmulti pli kationen ist demnacd asziativ aber nicht kommutativ. Eine besondere
quadratische Matrix ist die sogenannte Einheitsmatrix

0 1
1 0:: O
0O1:: O
| = ; (I)” = Ij:
0 O : 1
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diein alen Feldern der Hauptdiagonden, welche durch die Eintrage a;;, i = 1;:::; n, gebil -
det wird, eine Eins gehen hat und ansonsten die Eintrage Null besitzt. Dies wird durch das
Kroneder-Delta

o _ 1 falls i=]

70 sonst
dargestellt. Die Einheitsmatrix | ist das neutrale Element der Matrizenmulti pli kation quedra-
tischer Matrizen, d.h. fir jeden n-Matrix A istA | = A.Dieateinern n-Matrix A

inversen n-Matrix A ! ist digienige Matrix, welche die GleichungA A =1 eflilt.
Existiert eine solche Matrix A 1, so bezechnet man A als invertierbar oder regular. Die
Mengeder invertierbarenn  n-Matrizen bil det eine Gruppe mit der Matrizenmulti plikation,
die sogenannte general linear Group Gl(n) Mat(n n;R). Eine quadratische Matrix
A ist genau danninvertierbar, wenndet(A) 6 0. Die Determinarte, det(A), as Abbildung
einer quadratischen Matrix A auf eineredleZahl, det : Mat(n n;R)! R,istnémlichso
de niert, dal3 sie unter anderem

genau dann den Wert Null annimmt, wenn de Matrix A keine inverse Matrix A 1!
besitzt und

die Einheitsmatrix | auf die Eins abbil det.

Sei noch der Vollsténdigkeit halber die dritte Forderung an die durch det(A) beschriebene
Abbildung genannt, némlich dal3 dese

“linea in jeder Zeile” (d.h. eine Multili neaform) ist.

Dies bedeutet:
0 1
aiy ajio o ain
a1 aoo e don
det :
X1+ Y1 X2+ Y2 ! Xnt VYn
am1 am?2 S amn
0 1 0 1
an a2 . ain arl aj2 . ain
dp1 Az azn ap1 Az azn
= det ) + det )
X1 X2 : Xn Y1 Y2 . Yn
Ani Qdm2 i Amn Admi dm2 i 3mn

Wie beispielsweise in [Jae)3] erléautert, wird hiermit genau eine Abbildung c& niert. Esist

eine geldu ge Veranschaulichung den Absolutbetrag der Determinante redler Matrizen as

das Volumen des Parall elepipeds zu interpretieren, welches durch die Spaltenvektoren der

Matrix aufgespannt wird. Eine daran ankniende dternative De nition der Determinante
ndet man in [Koe97]. Es gelten die Determinantenregeln

det(A) det(B) = det(AB) (A.16)
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und
det(A) = det(AT): (A.17)

Die Determinante berechnet sich flr eine 2 2-Matrix A zu det(A) = ajjdz;  a2a.
Allgemein kann de Determinante @ner quadratischen Matrix A mit dem Laplacéschen Ent-
wicklungssatz nach der j-ten Spalte rekursiv entwickelt werden,

X o
det(A) = ( D)™ a;(Ai), (A.18)

i=1

wobel Ajj die(n 1) (n 1)-Untermatrix von A bezachnet, die durch Streichen der
i-ten Zeile undj-ten Spalte entsteht. Anstelle @ner eingehenderen Betrachtung all gemeiner
Beredhnungsvorschriften fir die Determinante sei hier erwéhnt, dal? es alswenig reizvoll gilt,
die Determinante grol3er quadratischer Matrizen vonHand auszurechnen. Stattdessen soll im
weiteren auf ihre Bedeutung fur lineae Gleichungssysteme engegangen werden. Urspriing
lich war eine Determinante ds eine Eigenschaft eines lineaen Gleichungss/stems de niert.
Die Determinante “determiniert”, ob ein lineares Gleichungss/stem eine @ndeutige LAsung
besitzt.

Dasfir b 6 0 durch
A xX=0Db

beschriebene inhamogene Gleichungssystem in x

X1+ apXo+ i+ anXy = by
X1+ apXo+ i+ apXy = by

an1X1+ 8npXp + I+ A Xp = by

hat genau dann eine @ndeutige Lésungx = A b, wenn A invertierbar ist, bzw. wenn
det(A) 6 0. Dasdurch
A x=0

beschriebene homogene Gleichungss/steminx hat genau dann nu dietrivialeLdsungx = 0,
wenndet(A) 6 0. Damit ein solches homogenes Gleichungss/stem auch eine nicht-triviale
Losung kesitzt, ist fur die Determinante der Koef zientenmatrix A demnach det(A) = 0
zu fordern. Die Menge der Losungen von A x = O ist der Kern vonf, @ x ! AX. Die
L6sungen bilden darum einen Vektorraum L = kern(A), d.h. insbesondere, dal3 wenn x ;
undx, Lésungensind, auch x; + X, eine Losungflr beliebige ; 2 R ist. Man nennt
L den Losungsraum des homogenen Gleichungss/stems®’.

S'Besteht der Kernvonf o : x ! Ax ausschliefdlich aus dem Null vektor, soist f 4 injektiv undentsprechend
ist A invertierbar.
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Eigenvektoren und Eigenwerte

Ein Eigenvekor einer quadratischen Matrix A ist ein vom Nullvektor verschiedener Vektor
v 6 0, welcher die Eigenwertgleichung

A v= v (A.19)

fureinen Skalar erflllt. Hierbei wird  der Eigenwert zum Eigenvektor v genannt. Inredlen
Vektorraumen ist 2 R. Eigenvektoren werden bel der Matrix-Vektor-Multi plikation, wie
bei einer skalaren Multiplikation, lediglich auf ein Vielfaches von sich selbst abgebil det.
Im Falle der Diagondmatrizen, das snd solche quadratische Matrizen, welche nur auf der
Hauptdiagoralen von Null verschiedene Elemente besitzen,

0 1
hy 0 @ O
O h, :: O
A = diag(hy: hy: i hy) = f : (A.20)
0O O :: h,

sind de Einheitsvektoren eq,..., €, jewells Eigenvektoren zu den Eigenwerten hy,h,,..., h,.

Die Eigenwerte @ner Diagonalmatrix lassen sich somit direkt ablesen. Zur Bestimmung cer

Eigenwerte @ner beliebigen quadratischen Matrix A gibt es ein einfaches Verfahren. Zu-
nacdst kann de Eigenwertgleichung(A.19) alsA v v = 0 geschrieben werden. Mit

0 O :x: O !

0 0

0 0 ::

und v = | v gelangt man schliefdlich zu der folgenden Formulierung der Eigenwertglel -
chung
(A HDv=0 (A.21)

DieEigenvektoren zu einem Eigenwert  sind demnach die L 6sungen eines homogenen Glei-
chungss/stems. Den Losungsraum ker n(A I) nennt man den EigenraumE  zum Eigen-
wert . Er ist as Lésungsraum eines homogenen Gleichungss/stems ein Vektorraum, sodal?
fUr zwei verschiedene Eigenvektoren v, undv, zum Eigenwert auch ale v, + v, mit
beliebigen ; 2 R Eigenvektoren zum Eigenwert sind. Damit das homogene Gleichungs-
system (A.21) Gberhaupt eine vom Null vektor verschiedene Losung het, mufd de Determi-
nante der Koef zientenmatrix (A [) Null ergeben. Die Eigenwerte miisen folglich die
Null stell en des sogenannten charakteristischen Polynoms*® det(A 1) sein, d.h. siekonren

%8DaR det(A I) fir A 2 Mat(n n;R) stets ein Polynom n-ten Gradesin  ist, kann mit dem La-
placeschen Entwicklungssatz (A.18) durch eine verhéltnismaldig einfache Indukion gezegt werden [Koe97].
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als Losungen der charakteristischen Gleichung
det(A =20 (A.22

ermittelt werden. Die Lésungen von (A.22) sind im algemeinen jedoch komplexe Zahlen
2 Cmit = +i!.Hierbei bezaéchneti dieimaginare Einheit, fir welchei? = 1 gilt.
ist der Redteil Re( ) und! der Imaginarteil® Im( ). Fir eine2 2-Matrix A lautet die
charakteristische Gleichung

(a11 (a2 ) azax
(a1 + ) + (ap182  apdn)

COPREA) e

und de Eigenwertesind ., = # Bei den hier betrachteten redlen Matrizen treten
die Eigenwerte dsredle Zahlen oder komplex konjugierte Paae auf, sodal3 mit dem Eigen-
wert =+ i! auch der komplex konjugierte Wert = il ein Eigenwert von A ist.
Nad dem Fundamental satz der Algebrahat die charakteristische Gleichungin C mindestens
eine Losung Darum besitzt eine quadratische Matrix in einem komplexen Vektorraum stets
einen Eigenwert. In einem redl en Vektorraum hat die Matrix A nur dann Eigenwerte, wenn
die charakteristische Gleichung Uler redle Lésungen verflgt.

I
o

(A.23)

Basisund Dimension

Einen n-Matrix A kann maximal n verschiedene Eigenwerte haben®®. Hat sie genau n
paaweise verschiedene redl e Eigenwerte 4;:::; ,, mit den Eigenvektorenvy;::;v,, wobel
Vi 6 0 Eigenvektor zum Eigenwert ; sei, so kann jeder Vektor x 2 R" mit ¢;;::;¢, 2 R
eindeutig a's Lineakombination deser Eigenvektoren dargestellt werden:

X
X= GV (A.24)

i=1

Man sagt, die Eigenvektorenv; ::; v, bildeneine Basisfir den R", wie auch die Einheitsvek-
toren ey,....&, eine Basis, die sogenannte kanorische Basis, fur den R" bilden, da sich jeder

59Man beadite, daR sowohl die Abbildung 7! Re( ) asauch 7! Im( ) Lineaformen des Vektorraums
C Uber R (d.h. redlwertig!) sind. C oder allgemeiner C" stellt mit redlen Skalaren, d.h. mit einer skalaren
Multiplikation : R C! C einenredlen Vektorraum dar, obgeich die Vektoren komplexe Komporenten
haben.

50Da das charakteristische Polynom einer n - n-Matrix n-ten Grades ist, und ein solches maximal n ver-
schiedene Null stellen haben kann, existieren fir einen  n-Matrix maximal n verschiedene Eigenwerte. In C
gibt es mindestens einen Eigenwert und de Summe der algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte betréagt n.
In R ist es jedoch mdgli ch, dafd zu einer quadratischen Matrix kein einziger Eigenwert existiert.
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Beispiel: Fir die Matrix
1 1

A= 1 1

sind de Eigenwerte 1., die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

det(A 1) = det 11 11 =1 )1 H)+1= 2 2 +2

p___
Mit 1, = 228 erhét man die konjugiert komplexen Eigenwerte 1 = 1+iund o= 1 1.
Einsetzen der Eigenwertein

ergibt for 1= 1+ i

mit der LOsungvy = ivp, sodal3vy = |1 einen Eigenvektor zum Eigenwert ; = 1+ i darstellt.
i

Entsprechend erhdlt manfir , = 1 i den korjugiert komplexen Eigenvektor v, = 1

Vektor x 2 R" durch seine Komporenten x; ::; X, 2 R eindeutig als Lineakombination der
Einheitsvektoren darstell en &1}, o
X = Xi€,
i=1

worin die Eindeutigkeit der Darstellungin (A.1) begriindet ist. Die Anzahl der Basisvekto-
ren eines Vektorraumes de niert dessen Dimension. Zwar kann man auch weitere Vektoren
in die Lineakombination (A.24) hinzunehmen, dann sind aber die ¢ nicht mehr eindeutig
bestimmbar®". Die Eindeutigkeit der Koef Zzienten ¢; in (A.24) jst genau dann gegeben, wenn
sie fur den Nullvektor O gegeben ist, d.h. wenn de Gleichung [, ¢v; = 0 auschliefllich
duchc, = ¢, = 1 = ¢, = 0efillt wird. Dann bezechnet man die Vektoren v :;; v, as
linear unabhangg.

P P
Aus L cdi=vund [L,c; = v folgtdurch Substraktion

X 0 0 - N
€0

i=1 ¢

Sind de Koef zienten eindeutig bestimmt, d.h. = ®?somuRc = & = Ofiralei = 1;::;n
gelten. Dielineae Unabhangigkeit der Eigenvektoren v; aus verschiedenen Eigenraumen E | beweist

61DaRk der Dimensionsbegriff wohlde niert ist, wird ibli cherweise mit dem Basiserganzungssitz bewiesen
[Jaed3.
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man durch Indukion: Fir eip,en Eigenvektor v; folgt aus ¢ivi = 0 unmittelbar ¢; = 0. Mdge nunfir

< k < n geten, dal3 aus :‘zlcivi = 0 fur die Koef zientenc; = ¢ = 1 = ¢ = Ofolgt. Aus
:‘:11 a;jvi = 0 erhdlt man durch Multiplikation mit A wegen der Eigenwertgleichung
e 1
iavi =0

i=1
und duch Multiplikation mit 41
k+1aVi = 0:
i=1
Substraktion beider Gleichungen ergibt
Xk Xk
(i  keDavi+ f k+1£ZO k+1? A+ 1Vk+1 =

i +1)g Vi = 0;
ey

woraus per Indulktionsannahme

== a =0
| gea)dy= == f o)y
C1 Ck
folgt. Dadie Eigenwerte dleverschieden sind, d.h. ; 6 .gfuralei k,folgtdarausa; = ay =
k+1

o= a¢ = Ound cmit auch ax+ 1 = O, dadie Gesamtsumme ;_; av; = O den Nullvektor ergeben
soll.

Eine Basiswird immer vonlinea unabhdngigen VVektoren gebil det. Die Vektorenvy; i3, v, 2
V sind genau dann eine Basis von V, wenn sie linea unabhéngig sind, und jedes beliebige
x 2 V dsLineakombination der vq; ::; v, dargestellt werden kann. Die Dimension des Vek-
torraums V betragt in diesem Falle n. Man schreibt daftir kurz dim(V) = n. Fir den R" ist
offensichtlich dim(R") = n. Zusétzlich de niert man dim(f 0g) = 0.

Die folgenden Aussagen sind aquivalent:

P
die Vektorenvy; ;v sindlinea unabhéngig: L, cvi=0) c=0

keiner der Vektoren vy ; ::; v, kannals Lineakombination der Gbrigen Vektoren darge-
stellt werden

die Vektorenvq; ::; v, sind eine Basis des vonihnen aufgespannten Vektorraums

dasdurch (vq;:::;vy)c = 0 beschriebene homogene Gleichungss/stemin ¢ besitzt nur
dietrivialeLosungc = (¢;C;:5¢,)T = 0

det(vy; i v,) 6 062

52Im R® ist mit der Interpretation des Absolutbetrags der Determinante ds das Volumen desvonvy;vo;vs
aufgespannten Parall el epipets leicht nachzuvoll ziehen, dafd deses Null betrégt, sobald einer der VVektorenin der
von cen beiden anderen Vektoren aufgespannten Ebene li egt.
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die Matrix (vq;::5;vy) istinvertierbar.

SindV undW zwei redle Vektorraume undv; ::;; v, eine BasisvonV, so gibt es zu jedem
n-tupel wq;::;;w, von Vektoren aus W genau eine lineae Abbildungf : V I W mit
f(vi) = w; fari = 1;::;;n. Dandmlich vy; v, eine BasisvonV ist, kann jeder Vektor
X 2 V duchx = ¢v; + i + ¢V, eindeutig as Lineakombiation der Basisvektoren
dargestellt werden. Man de niert nuneinfachf (x) = c;wy+ i+ cowp,. Alle auf diese Weise,
d.h. durch die Bilder der Basisvektoren, konstruierten Homomorphismen sind wohide niert,
dennwennzwei lineae Abbildungenf : VI Wundg: V! W jewelsdieBasisvektoren
Vi vy vonV gleich abbilden, d.h. f (vi) = g(v;) furi = 1;:::;n, dannist

X
fO)=1(C avi)

i=1

= g(x);

da ndmlich jeder beliebige Vektor x 2 V eindeutig als Lineakombination der Basisvektoren
dargestellt werden kann. Insbesondere gibt eszu jeder Abbildungf, : R" ! R™ genau eine
m n-Matrix A, deren Spalten die Bilder der Einheitsvektoren sind, sodal3f, : x 7! AX.
Man bezechnet A als die Matrix von f 5 beziglich der Basis der Einheitsvektoren. Jede
AbbildungMat(m n;R) ! Hom(R";R™), welche dadurch de niert ist, dal? man einer
m n-Matrix A dielineae AbbildungR" ! R™; x 7! Ax zuordnet, ist ein Isomorphismus
der Vektorr aume. Aus diesem Grunde wird f o oftmals einfach mit A identi ziert.

Eine lineae Abbildungist durch die Bilder der Basisvektoren eindeutig
bestimmt.

SindV undW zwei redle Vektorraume undv;:::;v,, eine BasisvonV, soist die lineae
Abbildungf : V ! W genau dann hjektiv, wennf (vq);:::;f (v,) eine Basisvon W ist.
Dies bedeutet, dal? es bis auf | somorphie nur einen Vektorraum der Dimensionn gibt.

Angenommen f : VP! W sai bijektiv. Weil vq;::;vy ene BasisvonV igt, soda3 dlex 2 V
eindeutig duch x = i”:l v as Linearlf_.pmbination der Basisvektoren vy i vy dargestellt wer-
den konren, ist f (x) = f( L cvi) = L,cf(vi). Daf injektiv ist, muBkern(f) = 0 sein,
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d.h. f(0) = P " ,af (vi) = 0. Wegen der lineaen Unabhéngigkeit vonvq;:::; vy kann der Null-
vektor nur durch ¢ = ¢, = 0 = ¢y = 0 dargestellt werden, woraus die lineae Unabhéngig-
keit von f (vq1);::5;f (vyy) folgt. Bleibt noch zu zeigen, dai jeder Vektor w 2 W as Lineakom-
bination cbbf (ve);unf (va) dargestellt werden kann. Da f surjektiv ist, gibt es ein x 2 V mit
f(x)=f( Licvi) = L,caf(vi) = wfuradlew 2 W.Demnad ist f (v1);::5;f (vn) €ine
BasisvonW.

Sei nun umgekehrt vorausg@etzt da f (v1);::5;f (vn) eine Basisvon W ist. Jedes x 2 kern(f)

kann eindeutig duchx = ;_; Gv; as Lmearlg)mblnatlon derlﬁassvektoren V1,V dargestellt
werden. Mit dieser Darstellungist f (x) = f( L Gvi) = 1c.f(v) = 0, was wegen der
lineaen Unabhangigkeit der f (v1);:::;f (vp) nur durch C1 = C = = ¢y = 0moglich ist, wor-

aus x = O folgt. Der Kern vonf kann darum nur der Nullvektor sein, woraus die Injektivité von
f folgt. Bleibt die Surjektivitédt zu zeigen, dal3 némlich jedes w 2 ein Urbild in V hat. Weil

f (v1);:5f (vn) eineBasisvon W igt, kannjedesw 2 W duchw = = [L ¢ (v;) asLineakom-
bination der Basisvektoren f (v1); :::i; (vn) mit eindeutig bestimmten c;; :::; ¢, dargestellt werden.
Fur diesssyv 2 W de pjerex = L Gvj. Esist x 2 V undwegen der Lineaitd von f ist

f(x)=f(C L,cvi)= [ cf(vi)= w,weshabx einUrbild vonw.

Alle Vektorraume mit derselben Dimension sindisomorph, d.h. zwischen
ihnen existiert stets eine bij ektive lineae Abbildung welche die
Basisvektoren des einen Vektorraums auf die Basisvektoren des anderen
Vektorraums abbil det.

Istf : V! W einelineae Abbildung so de niert man den Rangvonf asdie Dimension
desBildesvonf , kurzrang(f) = dim(bild(f )). Dieser gibt Auskunft tber die Injektivitat
vonf . IstV ein Vektorraum mit der Dimensionn undf : V! W einelineae Abbildung
dann kannman zeigen, dal3 n die Summe aus dem Rang vonf und cer Dimension des Kerns
vonf ist:

rang(f) + dim(kern(f)) = n (A.25)
Well die lineae Abbildungf genau dann injektiv ist, wenn kern(f ) = fO0g, ist Sie genau
dann injektiv, wenn rang(f ) = n. Hat W ebenfalls die Dimension n, dann ist f zudem

surjektiv und somit ein Isomorphismus. Endlichdimensionale Endamorphismen sind genau
dannsurjektiv, wenn sie injektiv sind.
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Basistr ansfor mationen

Um einen Vektor 0 1

X2 Xn
X = . = Xi €
: i=1

des R" beziglich der Basis n linea unabhéngiger Eigenvektoren vq;:::; v, einer Matrix A
wiein (A.24) darzustellen, ist daslineae Gleichungssystemin c

ViiiiiVp) C= X (A.26)
g

zu l6sen, wobei die Spalten der Koef zientenmatrix T = (vy;:::;Vvy) durch die Eigenvek-
toren von A gegeben sind. Demnach ist vi = T e;. Die Komporenten von ¢ sind de Ko-
ef zienten in (A.24). Die durch T beschriebene lineae Abbildung (,.v,) : R" ! R"

mit
x

wimve) & (X105 %) T 7! XiVi (A.27)

i=1
bezachnet man als kanorischen Basisisomor phismusvon der Basis der Einheitsvektoren auf
die Basis der Eigenvektoren. Die der Multiplikation mit T * entsprechende Umkehrabbil -
dung (Vll::\,n) nennt man den inversen Basisisomor phismus. Hierbei folgt die Invertierbarkeit

vonT ausder linearen Unabhéngigkeit der Eigenvektoren.

Istvy;:::; vy, eineBasisfir einen beli ebigen n-dimensionalen Vektorraum V, so kann stetsder
kanonischer Basisisomorphismus (v, -,y : R" !V konstruiert werden, welcher die Ein-
heitsvektoren ey ; :::; e, auf die Basisvektoren v;:::; v, abbildet. Ferner existieren zu jeder
linearen Abbildungf voneinem VektorraumV mit der Basisv; :::; v, auf einen Vektorraum
W mit der Basisw;::;; Wy, zwei kanorische Basisisomorphismen (v, ..,y und  (w;wn)»
vermittels derer Hom(V; W) isomorphzu Hom(R"; R™) ist. Die der Abbildung

A = (wll::wm) f (Viivn) (A.28)
entsprechende m  n-Matrix A nennt man die Matrix von f beziglich der beiden Basen
Vi;onvy undwy; i wy (Abbildung 4. Man beadite, dal3 de Verkettung vonAbbil dun
genasf(x) g(x) = f(g(x)) de niert ist, und de verkettete Abbildungin (A.28) von
rechts nach links zu lesen ist. Die AbbildungHom(V; W) ! Hom(R";R™),f 7! A ist
offensichtlich linea und bjektiv. Man bezechnet A as die transformierte Abbildungvon
f und verwendet den Begriff der Transformation in diesem Kontext als Synonym fir Iso-
morphismus. Die Umkehrabbildungf = ,.w,) A (Vllz:Vn) nennt man die inverse
Transformation. Es haben bild(f ) undbild(A) die gleiche Dimension, d.h. f und A haben
den gleichen Rang. Die Isomorphie legt es nahe, den Rang einer Matrix als die maximale
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\Y \W

(vl::vn)" = =" (W1:Wm)

R" R™

Abbildung 46 Isomorphismus der Vekorraume Hom(V; W) und Hom(R"; R™). Das Zeichen
= bedeutet, dal® (v, .y,) Und (y,:.w,) ISOmorphismen sind (die kanorischen Basisisomorphis-
men) und eine inverse Abhildung kesitzen. Darum giIt fir die Pfeile redhts und links auch die Um-

kehrrichtung und esiist f =y, .wy,) A (V1 va)- Die Matrix A, welche die Abbildung
A= (Wll W) f (v1:vn) Deschreibt, hang von der Wahl der Basen vy ; vy undway; i W

ab. Setsistjedoch Rang(f ) = Rang(A):Istn = mundsind (y,..v,)und (y,.w,) dieidentische
Abbildung soistf = A.

Anzahl li nea unabhéngiger Spalten zu de nieren.

Zwischen der Menge der EndamorphismenEnd(V) = Hom(V; V) ineinem n-dimensionalen
Vektorraum V mit der Basisv;:::; v, und cen quadratischen Matrizen gibt es dementspre-
chend einen Isomorphismus Mat(n  n;R) ! End(V), welcher durch zwel kanonische
Basisisomorphismus (v, ..v,) und (w,..w,) vermittelt wird, die hierbel beide den Rang n
haben. Ein besonderer Fall li egt vor, wenn beide tGberhaupt identisch sind:

A= Lo i (A.29)

(vi:vn)

Dann rennt man A die Matrix vonf beziglich der Basisv;;::;; v, (Abbildung 47. Diein
(A.28) beschriebene Isomorphieimpliziert, dal3f undA den gleichen Rang haben. Auseiner
Isomorphie der Form (A.29) kdnren dartiber hinaus Aussagen Uber die Eigenwerte geschluf
folgert werden.

(Vizvn) = = (Vi:vn)

R" R"

Abbildung 47 Spezieller 1somorphismus der Vekorraume End(V) und End(R"). Esist f =

(vizve) A (Vll::Vn), weshalb A und f, wie weiter unten erlautert, die gleichen Eigenwerte
besitzen.
Zwei MatrizenA = . f qoyyundB = S f (w,uw,) der Abbildung

f beziglich unterschiedlicher Basen sind zwar verschieden, jedoch haben sie die gleichen
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Eigenwerte. DieMatrixC = > f  (,.w,) hatim allgemeinen andere Eigenwerte,
jedoch den gleichen Rang wie A undB. Man bezechnet A, B undC als aquivalente Ma-
trizen, A undB als ahnliche Matrizen. Zwel dhnliche Matrizen sind stets auch aquivalent,
jedoch missen zwei aquivalente Matrizen keineswegs dhnlich sein. Die unterschiedli chen
Bezachnungen mdgen nicht dartiber hinwegtauschen, dal? es sch in beiden Féllen um eine
Aquivalenzrelation handelt, wobei die Aquivalenz eine Klass zierung heliebiger Matrizen
und de Ahnlichkeit eineKlass zierung cer quadratischen Matrizen induziert. Fur die Aqui-
valenzklassen der letzteren stell en die Diagorelmatrizen die Représentanten oder Normalfor-
men dar®3. Alle zu einer Diagoralmatrix diag( 1;::; n) anliche Matrizen haben die Eigen-
werte ;:; n, wennauch zu unterschiedli chen Eigenvektoren. Fir paaweise verschiedene
Eigenwerte ,;::; , der Eigenvektoren vy;::;;v, einer n  n-Matrix A de niert man die
Transformationsmatrix T = (vq;:::;vy), wiein (A.26). Dannist

A=T dag( 1, 2) T % (A.30)

Dieldentitét beider Abbildungen kann duch die Matrix-Vektor-Multi pli kationmit einem Ei-
genvektor v; zum Eigenwert ; auf beiden Seiten der Matrizengleichung \eri zieren werden:
T diag( ;25 7)) T ' v

=T diag( 1;:5 n) €

=T i &

= T g

49

= 0V (f};ff A v
Well die Bilder der Basisvektoren vy;:::; v, auf beiden Seiten der Matrizengleichungiden-
tisch sind, und duch diese ane Abhildungeindeutig bestimmt ist, sindauch die Abbildungen
selbst auf beiden Seiten der Gleichungidentisch. Wahrend A die Eigenvektoren vq;:::; vy
hat, sind de Eigenvektoren vondiag( 1;:::; n») hingegen die Einheitsvektoren. Die durch
die Matrix T vermittelte Transformation (A.30) bildet alle Vektoren einschliefdlich der Ei-
genvektoren auf die Darstellung duch die Basis des Bildraums ab und|af3t die Eigenwerte
dabei unverandert. Man sagt, die Eigenwerte sind invariant gegentiber der Transformation
(A.30). Ahnliche Matrizen haben dieselben Eigenwerte, dasselbe charakteristische Polynom,
und man kann zeigen, dal3 sowohl die Determinaten, a's auch die Spuren zweier dhnlicher
Matrizen gleich sind. Der Satz Uber die Jordansche Normalform [Koe97] besagt, dal3 jede
quadratische Matrix dhnlich zu einer sogenannten Normalform mit den Eigenwerten auf der
Hauptdiagoraelen undNull eintrégen urnterhalb der Hauptdiagorelen ist (Anhang C), woraus
sichforeinen n-Matrix A mit n paaweise verschiedenen Eigenwerten urmittelbar ablei-
ten 183, dal3 sich deren Determinante aus dem Produkt und ceren Spur aus der Summeihrer
Eigenwerte agibt®,

63Nicht alle Aquivalenzklassen ahnlicher Matrizen beinhalten eine Diagoralmatrix, sodaRR die Diagorelma-
trix nur ein Spezalfall der all gemeineren Jordanschen Normalform darstellt (Anhang C).

64Bei der Entwicklung der Determinante nach der ersten Spalte sind bei einer Matrix in Jordanscher Normal -
form jeweil s nur die esten Faktor der Hauptdiagoralen undeich nul, dain (A.18) aj; = Oflrallei 6 1.
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Rn dlag( ZII.:1 n) Rn

Abbildung 48 Eine Matrix A, die zu einer Diagondmatrix diag( 1;::; n) @hrich ist, hat die
Eigenwerte 1;::; n.DieDiagnondmatrix stellt die Normalformaller zuihr &hnlichen Matrizen dar.
T istdiein (A.26) denierte Matrix mit den Spdten der Eigernvekoren von A . Offensichtlich sind de
Eigenvektoren zweier ahrlicher Matrizen im all gemeinen nicht identisch, denn de Eigenvekoren von
diag( 1;::; n) sind de Einheitsvekoren.

Die De nition der Eigenvektoren einer quadratischen Matrix 183t sich auf beliebige Endo-
morphismen ausdehnen: Unter einem Eigenvekor einer linearen Abbildungf : V!V zum
Eigenwert 2 K versteht man einen vom Null vektor verschiedenen Vektor v 2 V mit der
Eigenschaft

f(v)= v
Hierbel kannK = C oder K = R sein, jenachdem ob es 9ch bel V um einen redlen oder
einen komplexen Vektorraum handelt. Durch ker n(f id) wird der Eigenraum E  zum

Eigenwert de niert. Analogzu den Eigenwerten vonMatrizen,ist 2 K genau dannein Ei-
genwert vonf , wennker n(f id) Uberhaupt weitere Vektoren neben dem Null vektor bein-
haltet, d.h. wenn (f id) nicht injektiv undsomit auch nicht bij ektiv ist. Existiert zwischen
f:V! Vundg: W! W einBasisisomorphisnus : W ! V,sodaRg= ! f

die transformierte Abbildung vonf auf W ist, dann haben f undg die gleichen Eigenwerte,
und bildet jeden Eigenraum von g zum Eigenwert ; isomorph auf den Eigenraum von
f zum jewells gleichen Eigenwert ; ab. Es folgt ndmlich mit f ( (w;)) = (g(w;)) aus
der Eigenwertgleichungg(w;) = jw; farg, dal3f ( (w;j)) = ;i (w;j). Somit mul3  (w;)
Eigenvektor vonf zum gleichen Eigenwert ; sein. Aus diesem Grunde haben A undf in
(47) und (Abbildung 47 dieselben Eigenwerte.

Zwel Endamorphismenf : V! Vundg: W ! W haben dieselben
Eigenwerte, wennein Basisisomorphismus  : W !V existiert, sodal3
g= ' f . Inshesondere hat einen  n-Matrix A die Eigenwerte
1,5 n, wennene Transformationsmatrix T existiert, sodal3
A=T dag( 1;:; ») T % dh.A zur Diagoramatrix
diag( 1;::; n) dhnlichist. Der Umkehrschlul3 glt jedoch nur, wenn de
Eigenwerte 1;::; , paaweise verschieden sind.

Wiedie Mengeder invertierbarenn  n-Matrizen mit der Matrizenmulti plikation de general
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linea GroupGl(n) Mat(n n;R) bildet, stellt analog dazu Aut(V)  End(V), die
Menge der bijektiven lineaen Selbstabbildungen, eine Gruppe (Aut(V); ) zusammen mit
der Verkettung vonAbbildungen dar. Der Einheitsmatrix als neutralem Element der Matri-
zenmulti pli kation entspricht die identische Abbildungid : v ! v asneutralem Element der
Verkettung vonAbbildungen. Jede AbbildungGI(n) !  Aut(V), welche dadurch de niert
ist, dal3d man einer Matrix A 2 Gl(n) die lineae Abbildungf : V ! V gemal (A.29)
zuordnet, ist ein Isomorphismus der Gruppen (Gl(n); ) und(Aut(V); ).

Symmetrische Matrizen

Unter den quedratischen Matrizen bezéchnet man die durch (a;) = (g;) oder A = AT
ausgezachneten Matrizen as symmetrisch. Symmetrische Matrizen haben zum einen stets
redle Eigenwerte ; mit ; = ;.

Wie man anhand von(A.15) nachvall ziehen moge, gilt fir die Transposition bei der Matritzenmulti -
plikation
(A BY'=BT AT: (A.31)

Darausfolgt (A x)Ty = xT(AT y), undfir symmetrische Matrizen A = AT ist
(A )Ty =x"(A y):

Weiter unten wird gezegt, dald dese Eigenschaft symmetrischer Matrizen fiir beli ebige Skalarproduk
tegilt, d.h.ausA = AT folgt
PAX;yi = h;Ayi (A.32

und de entsprechende lineae Abbildungf : R"!  R" mit
Ha(x)yi = fa(y)i

wird als selbstadjungert bezechnet.

Sei nunv = Re(v) + il m(v) ein Eigenvektor zum Eigenwert =+ i! ener symmetrischen
Matrix A , welcher a's Konsequenz des Fundamentalsatzes der Algebrain C stets existiert. Die Eigen-
wertgleichungAv = v |&3t sich mit den Redteilen undimaginérteilen als

A(Re(v) +ilm(v)) = ( +i!)(Re(v)+ il m(v))
formulieren. Nach Redteil und Imaginérteil sortiert erhé@lt man

ARe(v) = ( Re(v) !'Im(v))
Alm(v) = ( Im(v) + ! Re(v))
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mit Re(v); Im(v) 2 R". Fir diese beiden redlen Vektoren folgt mit der Symmetrie von A nach
(A.32), da

hPARe(v); I m(v)i
, h Re(v) !'Im(v); Im(v)i
, gRe(v); Im(v)i ! him(v); Im(v)j

o %rRe(v)ﬁ'zoRe(v)i+ I m(v){;zo| m(v)ig

Die vorletzte Zeile ist eine Konsequenz aus der Bili neaitdt des Skalarprodukts. Well das Skalarpro-
dukt positiv de nitist und der Null vektor per De nition kein Eigenvektor sein kann, d.h. lRe(v); Re(v)i >
0, erzwingt die letzte Zeil e die Schlu¥olgerung! = 0, wodurch der Eigenwert = = redlist.

hRe(v); Al m(v)i
hRe(v); Im(v)+ ! Re(v)i
Re(v); Im(v)i + ! hRe(v); Re(v)i

0

Aus dem weiter unten de nierten komplexen Skalarprodukt (A.47) bis (A.50) folgt fir den Eigen-
wert  einer symmetrischen Matrix A der verschwindende Imaginérteil unmittelbar:

PAv;vi = hv;Avi
, hv;vi = hv; vi
, hv;vi = hv;vi
In der vorletzten Zelle wurde die Semili neaitét hv; vi = hv;vi des komplexen Skalarprodults

im zweiten Argument (A.48) verwendet.

Symmetrische Matrizen sind richt die @nzigen mit redl en Eigenwerte, auch nicht symmetri-
sche Matrizen kdnren redl e Eigenwerte besitzen. Ist eine Matrix A jedoch symmetrisch, so
sind de Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten vonA jeweil s orthogoral zueinander,
d.h. fir je awel Eigenvektorenv; undv; zu verschiedenen Eigenwerten ; und ; mit ; 6

verschwindet das Standard-Skalarprodukt, undwie weiter unten gezegt auch jedes beliebige
Skalarproduk, der Eigenvektoren: v;T v; = 0.

Esgilt namlich einerseits

A=AT (A:31) (A9
iTA Y z}ﬁ vit AT v, ﬁ—ﬁl(A vi)T v, é&f{g(i vi)T v,

Vi

= (it v

Ebenso ist aber

(A9
'TAVJ'Q}I%ﬁ

Vi Vit v = (vt v

Die Gleichheit beider Zeilen kannfur ; 6 ; somit nur durch v’ vj = 0gewahrleistet werden.

Ist A eine symmetrische n  n-Matrix mit den Eigenvektoren v4;::;v, Zu den paaweise
verschiedenen Eigenwerten 1;::;; , SO kann per Indukion gezegt werden, dal3 de nor-
mierten Eigenvektoren x—i e J\‘j—:l ein sogenanntes Orthona malsystem darstellen. Unter ei-

nem Orthonamal system versteht man eine Menge von namierten und @maweise orthogo
nalen Vektoren. Man spricht auch voneiner Menge orthonamaler Vektoren undsagt, die n
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normierten Eigenvektoren einer symmetrischen Matrix bil den eine OrthonamalbasisdesR".

Wenn eine symmetrischen  n-Matrix A nur r < n verschiedene Eigenwerte hat, so muf3
die Dimension des Eigenraumesn; = dim (kern(A i1)) zu mindestens einem Eigenwert

i von der Grole n; > 1 sein. Man nennt den entsprechenden Eigenwert entartet undn; die
geometrische Vielfachheit von ;. Fir diesen Fall wird man bei der Bestimmung cer Basis
des Eigenraums durch die Lésung des Gleichungss/stems (A il)vi = 0 genau n; linea
unabhangige Eigenvektoren nden. Insbesondere kann auch hier eine Orthonamalbasis des
Eigenraums gefunden werden®®, welche zusammen mit den orthonamalen Eigenvektoren zu
den Ubrigen Eigenwerten eine Orthonamalbasis des R" ergibt [JaeD3]. Beispielsweise hat
dien n-Einheitsmatrix nur den Eigenwert ; = 1, jedoch mit der geometrischen Viel-
fachheit n; = n. Wenn de Summe der geometrischen Vielfachheiten all er Eigenwerte @ner
n n-Matrix n betrégt, dann bezechnet man diese ds diagondisierbar. Eine symmetrische
n n-Matrix ist stets diagoralisierbar, was fir beliebigen n-Matrizen selbst in komplexen
Vektorraumen nicht grundsétzlich gilt (Anhang C). Diagordlisierbarkeit einer Matrix A be-
deutet, dal3 eine Transformationwiein (A.30) existiert, welche A in eine Diagonalmatrix mit
den Eigenwerten auf der Hauptdiagoralen tberfiihrt. Flir symmetrische Matrizen sind dese
Basistransformationen sehr spezeller Art undwerden durch sogenannte orthogorale Matri-
zen beschrieben, welche Gegenstand des nadchfolgenden Abschnitts and.

Redl e symmetrische Matrizen haben redl e Eigenwerte, undausihren
normierten Eigenvektoren kann eine Orthonamalbasis konstruiert
werden.

Orthogomale Matrizen

Seien q;::; , paaweise verschiedeneredl e Eigenwerte @ner symmetrischenn  n-Matrix
A mit den Eigenvektoren vi;::;v,, wobe v; Eigenvektor zum Eigenwert ; sei. Durch
E = Jz—ij S jz:j wird eine Matrix de niert, deren Spalten die normierten Eigenvektoren
darstellen. Matrizen, deren Spalten, wie im Fale von E, ein Orthonamal system darstell en,
nennt man orthogonae Matrizen. Mit

A =E diag( ;i ) E ! (A.33)

85Dazu verwendet man das sogenannte Erhard Schmidtsche Orthonamalisierungsverfahren [Jae03)].
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werden die Vektoren des R" zunadhst auf eine Basis orthonamaler Eigenvektoren der sym-
metrischenn  n-Matrix A transformiert, anschlief?end mit der Diagoralmatrix der Eigen-
wertevon A multipliziert und zuletzt ricktransformiert.

Rn diag( 1;::5 n) Rn

Man nennt die durch (A.33) beschriebene Transformation Hauptachsentransformation®, Sie
stellt einen Spezalfall der in (A.30) beschreibenen Transformation dar, in welchem die Trans-
formationsmatrix orthogoral ist. Eine orthogorale Matrix E ist stets invertierbar, wobei die
inverse Matrix die transponierte Matrix ist, d.n. E * = ET. Danamlich fir das Matrizenpro-
dukt [ET EJ; = M J‘V’—jj = gilt,istET E = |. Uberdies erhaten orthogorale Matrizen

das Skalarprodult, d.h.wennh; i :V V! RenSkaarproduk ist, so gilt
hv;wi =h v;E wi (A.39)
fUr beliebigev;w 2 V.

Dies folgt aus dem Sachverhalt, dal3 bei der Multiplikation mit orthogoralen Matrizen die Bilder
der Einheitsvektoren namiert und athogoral zueinander sind, d.h. hE e;;E €ji = jj. Denn mit

56Die BezdchnungHauptachsentransformation kammt daher, weil Kegelschnitte ds Untermenge des R?,
wie zum Beispiel eine Elli pse, durch die Hauptachsentransformation auf ihre Hauptachsen gedreht werden,
sodal? dese mit den neuen Koordinatenachsen zusasmmenfallen, d.h. in den Eigenrdumen zweier orthogoraler
Eigenvektoren vonA liegen.
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Pn Pn .
V= _,vigundw = =1 W€ 2V gilt:

* +
X
E vie;, E Wi €
L =1 i=1 N
X X
viEegj; w; Eeg
i=1

>

hE v E wi

X

>§H

viw; Eej; Egji

1j=1

Vi ij
1

i=1

viw; hej; gji
F1i=1
X0 X0
Vi€j, W; €
i=1 j=1
hv;wi

+

Die awveite Zeilefolgt aus der Lineaitét der Matrix-Vektor-Muulti plikation, in der dritten undsechsten
Zeile wurde die Bili neaitét des Skalarproduktes verwendet.

Die durch orthogorale Matrizen beschriebenen orthogonaen Abbildungen sind demnad ein
Homomorphismus des Skalarprodukts und konren als olcher unabhéngig von der Matri-
zendarstellung, d.h. auch in urendlichdimensionalen Vektorraumen, de niert werden: Eine
Abbildungf : VI W von einem euklidischen Vektorraum (V; h; i) auf den euklidischen
Vektorraum (W; h; i) wird als orthogond bezechnet, wenn

f hv;ui = Hf(v);f (u)i (A.35

far allev;u 2 V. Orthogorale Abbildungen sind zudem langen- und winkeltreu, da Winkel
undLangen Uber das Skalarprodukt de niert sind. Uberdies sndsieisometrisch, dennindem
sie die Norm erhalten, bleibt ebenso die durch die Norm indwzierte Metrik (A.10) erhalten.
Zwel dhnliche Matrizen A und B stehen vermittels einer Transformationsmatrix T gemal}
A =T B T !inBezehung Handelt es Sch bei der Transformationsmatrix im Spezellen
um eine orthogorale Matrix E, sodaRA = E B E 1!, dann bezechnet man A undB as
orthogond ahnlich. Wahrend zwei dhnliche Matrizen zwar die gleichen Eigenwerte haben,
konrenihre Eigenvektoren durch T im allgemeinen beliebig linea transformiert werden. Flr
zwei orthogoral 8hnliche Matrizenist der durch E beschriebene | somorphismus hingegen ei-
ne orthogorale Abbil dung sodal’ al e Vektoren léangen- undwinkeltreu transformiert werden.
Darum 103t sich eine Hauptachsentransformation eben nur mit symmetrischen Matrizen vor-
nehmen, deren narmierte Eigenvektoren bereits ein Orthonamal system darstell en.

Orthogorale Endamorphismen sind stets injektiv. Auf endlichdimensionalen Vektorrdumen
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Abbildung 49 Lineare Transformationen im als Anschauungebene interpretierten R2. Man
betrachte die Bilder von Teilmengen des R?, beispielsweise dnes Kreises mit Radius r:

(x1;%2)T x3+ x3=r2 . Be bijekiven linearen Abbildungen wird das Bild eines Kreises im all -
gemeinen eine Elli pse sein, das Bild eines Quadrates ein Parallelogramm (b). Orthogonade Trans-
formationen erhaten Langen undWnkd (c). Se entsprechen Drehungen und Speglungen. Im Falle
einer Drehungexstieren keine Eigenvekoren, mit Ausnahme der Nulldrehung d.h. der identischen
Abbildung(a). Die Abhildung welche én in x1-Richtung gestauchtes Bild erzeugt (€), hat die Eigen-
vekoren (1;0)T zu einem Eigenwert kleiner einsund(0; 1) zum Eigenwert eins. Se kann duch eine
Diagondmatrix beschrieben werden. Eigenvekoren einer linearen Transformation werden lediglich
um den Faktor ihres Eigenwerts  gestreck oder gespiegelt, insbesondere nicht gedreht. Gegenbei-
spiel: Ist die lineare Abbildung richt bijekltiv, so ist die Dimension des Bil des hichstens eins (d). In
diesem Fall stellt die lineare Abbildungkeine Transformation da.
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Beispiel: Fir die symmetrische Matrix

sind de Eigenwerte 1., die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

det(A 1) = det 12 12 -1 )1 ) 4= 2 2 3
p
Mit 1, = 2—2"12 erhdlt man die redlen Eigenwerte ; = 3und = 1. Einsetzen der Eigen-
wertein
1 2 vi _ O
2 1 v, 0
ergibt for 1= 3
2 2 vi _ O
1 2 v, 0
mit der Lésungvy = Vo, sodal3vy = 11 einen Eigenvektor zum Eigenwert 1 = 3 darstellt.
Entsprechend erhdlt manfir , = ldenzuv; orthogoralen Eigenvektor v, = 1 . Mit v1 und
vz sind auch die normierten Vektoren 2 = 1P 5 udg& = P 5 Eigenvektoren.
lp_ lp 5 2 2
Die Spalten der Matrix E = 1 % %pé sind de Eigenvektoren - und - undihre Inverse
2 2
l 2 175
iSE '=ET=E= P §2 %p; wie man durch Nachrechnen Gberprifen kann, indem man
2 2
EE = | veri ziert. Damit |83 sich die Matrix A wiefolgt darstellen:
p_ 1P = P~ P
. z =22 3 0 i~ 2 12
= : 1_ 2p = - 2pZ

sind sie audem auch surjektiv undsomit Automorphismen®’. Im R" werden orthogorale Ab-
bildungen durch Drehungen und Spieglungen veranschauli cht. Die Menge der orthogoralen
n n-Matrizen bildet die sogenannte orthogonde Gruppe O(n)  GI(n) mit der Matrizen-
multi pli kation, beziglich derer O(n) abgeschlossen, d.h. fir E; E°2 O(n) folgt fir das Ma-
trizenproduk EE®2 O(n). Zudem folgt aus E 2 O(n) fir dieinverse Matrix E 1 2 O(n).
Die Determinante orthogoraler Matrizen betrégt, wie mit (A.17) und(A.16) ausE™ E = |
zu schluf¥olgernist, stets 1 oder -1. Digjenigen orthogoralen Matrizen, deren Determinante

87Ein Beispiel fur einen injektiven aber nicht surjektiven Endamorphismusin einem unendli chdimensionalen
Vektorraum kann aus der auf N de nierten NadhfolgerfunktionS : N!' N,n 7! n+ 1 mit 0 2 S(N)
konstruiert werden, wennman diese indexbezogen auf den Vektorraum der Folgen Ubertrégt: (ag; az; az;:::) 7!
(a1; a2;a3:1:).
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A Anhang zur lineaen Algebra

1 betragt, bil den eine Untergruppe von O(n), die speziell e orthogonde Gruppe SO(n).

Matrizen aus SO(2)
cos( ) sin()
sin( ) cos( )

entsprechen im als Anschauungsebene aufgefaliten R? (Abhildung 49 jewells einer Drehungentge-
gen des Uhrzdgersinns mit dem Winkel  um den Koordinatenursprung und lesitzen mit Ausnahme
der Einheitsmatrix, sowie der Drehung un 180 Grad keine redlen Eigenwerte. Dies entspricht dem
anschaulichen Sachverhalt, dal3 man durch Multiplikation eines Vektors mit einer redlen Zahl keine
Drehung kewirken kann. Im komplexen Vektorraum besitzen Drehmatrizen aus SO(2) jedoch Eigen-
werte undsind dat sogar diagorelisierbar. Die Matrizen aus O(2)nSO(2)

cos( ) sin()
sin( ) cos( )

haben als symmetrische Matrizen stets redle Eigenwerte. Als Achsenspieglung an einer durch den
Koordinatenursprung verlaufenden, im Winkel =2 zur Aches (R;0) geneigten Spiegelachse veran-
schaulicht, ist jeder senkrecht zur Spiegelachse stehende Vektor ein Eigenvektor zum Eigenwert -1
undein paralel zur Spielgelachse ausgerichteter Vektor ein Eigenvektor zum Eigenwert 1.

Fur alle Eigenwerte ; einer orthogoralen Matrix gilt j ;j = 1. Wenn rémlich eine ortho-
gordle Matrix E einen Eigenvektor v; zum Eigenwert ; besitzt, so ist

:34)
h/i;vii(f}j{ hE vi;E vii= 2hv;vii;

woraus ? = 1folgt.

Spektraldar stellung selbstadjungierter Endomor phismen

Die in diesem Abschnitt erléuterte Spektraldarstellung selbstadjungerter Endamorphismen
kann als eines der zentralen Ergebnisse der lineaen Algebra aufgefaldt werden. Zu deren
Verstandns moge die Aufmerksamkeit zunacdhst einer besonderen Eigenschaft von Orthogo
nalbasen gelten, welche sich auf die bereitsin (A.24) beschriebene Darstellungeines Vektors
x 2 R" asLineakombination der Basisvektorenvy;::; v, gemald

i=1

bezeht. Die Koef zienten ¢ erhdlt man im algemeinen aus der Lésung des Gleichungssy/-
stems (A.26). Bilden die Vektorenvy; :;; v, €n Orthonamalsystem, wie éwadie normierten
Eigenvektoren einer symmetrischen Matrix, so ergeben sich die Koef zienten ¢ bereits aus
dem Skalarprodukt der orthonamalen Vektorenvy; ::; v, mit X zu:

G = hx;vii (A.36)
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Ausder Orthonamalitat hvj; vii = ; folgt namlich
* +
_ X X X
hx;vii = GVj,Vvi = G hvj;vii = G ij = G:

j=1 j=1 i=1

Man bezechnet die Darstellung
X = Iﬂk\@l v}- (A.37)

asdie Entwickungvonx nach dem Orthonamalsystemvy;:;;v,. Dabelist Py, = X; vii v;
die Orthogoralprojektion vonx auf den vonyv; aufgespannten Vektorraum. Sind vy;::; Vv,
normierte Eigenvektoren zu n paaweise verschiedenen Eigenwerten einer symmetrischen
Matrix A, soist Py, = hx;vii v; die Orthogoralprojektion vonx auf den Eigenraum E .

In diesem Fall i st
xn

AX = GV vy
O

1= Pvi

Analoges gilt fur Vektoren aus End(V). In einem euklidischen Vektorraum (V; h; i) heift
ein Endamorphismusf : V!V selbstadiungert, wennfir alev;w 2 V gilt:

H (v);wi = hv;f(w)i (A.38)

Ein Endamorphismenf : V ! V in einem euklidischen Vektorraum (V; h; i) mit der
Orthonamalbasis vy; ::; v, ist genau dann selbstadjungert, wennfur f = ...,y A

(Vll::Vn) (Abbildung 47 dien  n-Matrix A symmetrisch, d.h. A = AT, ist.
Dadie Spalten der Matrix A = (ay;::;; an) die Bilder der Einheitsvektoren (A g; = a;) und desedie
Urbilder vonv;::; vy beziglich des kanonischen Basisisomorphismus ..y ,,) Sind( (Vll::Vn)vj =
g), ist A (Vllz:Vn)vj = g undsomit f (VjL,=  (y,:v,)@. Per De nition des kanorischen Ba-
sisisomorphismus (A.27) it (y,:v,) (&) = inzlaijvi. Somit sind de Komporenten ag; ; ::; an;
desj-ten Spaltqgvektors a; dieKoef zienten vonf (v;) bei der Entwicklung rach der Basisvy;:;;vp,
dh. f(vj) = i”=laijvi. Der Koef zientenvergleich mit den Koef zienten ¢ = hv;f (v;)i aus
(A.36) ergibt fur die Eintréage der Matrix A des Endomorphismus f beziglich der Orthonamalbasis
V1, Vn:

ajj = h/i;f(Vj)i

Aus der Selbstadjungertheit hv;; f (vj)i = H (vj);v;i vonf und cer Symmetrie des Skalarproduks
folgt darum unmittelbar a;; = &, d.h. die Symmetrie der Matrix A .

Wie die Eigenwerte symmetrischer Matrizen sind auch die @nes slbstadjungerten Endo-
morphismus detsredl und de normierten Eigenvektoren zu paawel se verschiedenen Eigen-
werten bilden ein Orthonamalsystem. Istf : V ! V en selbstadjungerter Endamorphis-
musin einem n-dimensionalen Vektorraumes V, undist v ; ::; v, eine Orthonamalbasis aus
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A Anhang zur lineaen Algebra

Selbstadjungerte Endamorphismenf : V!V sind genau die
Abbildungen mit einer symmetrischen Matrix beziglich einer
OrthonamalbasisvonV. Die Matrix A eines Endamorphismusim R" ist
genau dann symmetrisch, wenn A selbstadjungert ist.

Eigenvektoren vonf zu den Eigenwerten 4;:::; ,, dannist

X
f(x)= | i P(Yiu} : (A.39

i=1

Dabei ist P; die Orthogoralprojektion vonx auf den vom Eigenvektor v; aufgespannten Ei-
genraum zum Eigenwert ;, sofern dieser nicht entartet ist. Im allgemeinen, d.h. wenn der
Eigenwert ; die geometrische Vielfachheit n; 1 besitzt, ist P; die Orthogoralprojektion
auf den n;-dimensionalen Eigenraum zum Eigenwert ;:

X
Pi(X) = hx Vki Vi
k=1

Man bezechnet (A.39) as Spekraldarstellung des =lbstadjungerten Endamorphismus f
oder mit Hinblick auf die Funktionalanalysis, deren Themengebiet im nadsten Abschnitt
tangiert wird, als Spektraldarstellung des slbstadjungerten Operators f . Die Menge der Ei-
genwerte (f)=1f j(f id) nicht bijektivg bezechnet man hierbei auch als das Spek
trum des Operatorsf .

Istf : VI V einsabstadjungerte Operator auf einem n-dimensionalen
Vektorraum V, so exisiti ert stets eine OrthonamalbasisvonV aus
Eigenvektoren vonf undeine Spektraldarstellung

X
f(x) = iPi(x);
i=1

wobei P;(x) die Orthogoralprojektion vonx auf den Eigenraum zum
Eigenwert ; bezachnet.

DaR de Eigenwerte énes slbstadjungerten Endamorphismus redl sind, impli ziert die vorangegange-
ne Herleitung, dal3 eine symmetrische Matrix stets redl e Eigenwerte hat, dain (A.32) bereits von der
Selbstadjungertheit ausgegangen wurde. Dal3 je avel Eigenvektoren vi; vj eines slbstadjungerten
Endamorphismus f zu verschiedenen Eigenwerten ; 6 ; stets orthogord sind, d.h. hvj;v;i = 0,

274



folgtausf (vi) = ; undf (v;) = ; unmittelbar. Dennwegen

(A:38)
hivi;vji = H (vi);vji ﬁ—ﬁe tvisf (vi)i = hvi; jvji

ist( j)hvi;vji = O,wasfir ; 8  nurdurchhvi;vji = 0gewahrleistet werden kann.
Lineare Abbildungf, : R" ! R™ m n-Matrix A
f o st Endomorphismus A ist quadratisch
fa 2 Aut(R") (bijektiv) A 2 Gl(n), A istinvertierbar
f o ist orthogoraler Endamorphismus A 2 O(n), A ist orthogord
fa 2 End(R") ist sgbstadjungert A ist symmetrisch
fa 2 End(R") mit ,dim(E ,)=n A ist diagordlisierbar

Faltung und Fouriertransfor mation

Anaog zur Matrix-Vektor-Multiplikationv 7! Av farv 2 R" kannfir f (t) 2 C[a; b] eine
lineae AbbildungT, : Cla;bl ! Cla;b mit f 7! Ta(f) durch den lineaen Integrations-
operator 7
b
Ta(f) = dt®A(t; tOf (19 (A.40)
a
de niert werden, wobel A 2 C([a;b [a;b]) ist. Die Funktion f (t) geht aus dem Vektor
v, die Funktion A(t; t9 aus der Matrix A in (A.3) beim Ubergang zu einer kontinuierlichen
Indexmenge hervor. Ein Beispiel ist die Faltungzweier absolut integierbarer Funktionen f (t)
undg(t), welche man aus (A.40) mit A(t;t9) = g(t  t9 erhalt:
YA 1
Tg(f)=g(t) f(t)= dt®g(t  tOf (t9 (A.41)
1
Man nennt g(t) den Faltungskern und Ty den Faltungsoperator. Die Faltung einer Funkti-
onf (t) mit einer Funktion g(t) entspricht der Korrelationsfunktion (A.14) mit der gespie-
gelten Funktion g( t), d.h. reg( ) = f(t) g( t)j- . Fir symmetrische Faltungskerne
g(t) = g( t) sind deFatung(A.41) und de Korrelationsfunktion (A.14) identisch.

Im folgenden sollen weitere Analogien zwischen endichdimensionalen Vektorraumen und
Funktionenrédumen aufgezegt werden, ohre diese Funktionenrdume genauer zu charakteri-
sieren. Das neutrale Element, welches bel der Matrix-Vektor-Multiplikationim R" die Ein-
heitsmatrix darstellt, ist bel den durch (A.40) beschriebenen linearen Abbildungen die Dirac
sche -Funktion. Diese hat die Eigenschaft:
Z b
dt (t) =

a

1 falls 02 [a;b

0 sonst (A.42)
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Das Integral nimmt genau dann den Wert Eins an, wenn de Null i nnerhalb der Integrations-
grenzen liegt. Weiter gilt fur eine integrierbare Funktionf (t):
Zy .
o (t tF (19 = f(t) fals t2][ab

a 0 sonst

Darausfolgt mit (t) = ( t) die Ausblendeigenschaft der Diracschen -Funktion:
Z 1
dt (t to)f (t) = f(to)

1

DieDiracsche -Funktion kann duch Gauf¥unktionen

ae ()’ (A.43)

als Grenzwert einer Funktionsfolge veranschaulicht werden (Abbildung 5Q. Der Graph ei-
ner Gaul¥unktion besitzt die Form einer Glocke, welche mit zunehmendem  breiter und
mit zunehmendem a lénger wird. Das Integral von (A.43) kann mit einfachen analytischen
Methoden nicht berechnet werden. Esist jedoch in jeder guten Integraltafel [Br93] zu nden:

Z, o
dtae () =

1
Fur = p§ t unda = pL- nimmt das Integral den Wert 1 an, und es ergibt sich die
Darstellung

1(.t)2
(t) = lim 4 Op% e 2(77)" (A.44)
Weniger intuitiv ist die Formulierung duch komplexwertige Exporentialfunktionen:
141 .
(t) = > d e't (A.45

1

Man kann sich diese mit Hilfe der Eulerschen Formel (B.37) folgendermal3en plausibel ma-
chen:
Z,

— 1 ilt
(1= ld'e'

S 1 o

— ! )+ — I sin(!

> 1dcos(t) > 1dsm(t)
Das Integral Uber die Sinus-Funktion verschwindet, damit einer antisymmetrischen Funktion
im Integranden Uber ein symmetrisches Intervall i ntegriert wird. Die Kosinus-Funktionist fur
t 6 Operiodischin! , sodald auch hierbel das Integral Giber jede voll e Periode verschwindet.
Furt = Oist wegen cos(0) = 1 der Integrand jedoch eins, und dbs Integral wird fir diesen
Fall unendlich.
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Abbildung 50 Gauffunktion (A.44) mit t = 0;4; t= 0;2und t= 0;1 Je Keiner t gewahit
ird, umso schmaler und steiler wird der Graph der Funktion bei konstantem Flacheninhdt. Es ist
' dtpst— exp 3(-f)? = 1firale t undim Grenfall t! O stellt der Integrand de

t
Diracsche Deltafunktion da.

Die 21 (A.40) inverse Operationist durch
Z

T, H(F) = dt®’A (9 (19

gegeben, fall s 7
dt" A Yt tA@E" )= (¢ t9:

Eine Eigenwertgleichungfir den linearen Integrationsoperator (A.40) kannwie folgt formu-
liert werden: Z

dt®A(t;t9f 9= f (b)

Dief (t) werden as Eigenfunktionen bezachnet, analog zu den Eigenvektoren in (A.19).
Von besonderer Bedeutung sind Integrationsoperatoren mit translationsinvarianten Funktio-
nen A(t;t% = g(t t9, wie sie beim Faltungsoperator vorliegen. Ihre Eigenfunktionen sind
komplexe Exporentialfunktionenexp(i! t) = cos(! t) + i sin(! t), wasin die Eigenwertglei-
chungeingesetzt auf Gleichung
0 1
z z
dt®g(t  tYexp(i! t9Y = % d g( exp( i! )§ exp(i! t) (A.46)
| {z }
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fabhrt. Dal3 z
()= dg()ep( it )

tatsadnlich a's Eigenwert die Eigenwertgleichung(A.46) erflllt, wird unmittel bar ersichtlich,
wennman die Substitution =t tOvornimmt. Die Frequenz! 2 R in (A.46) steht anstelle
des diskreten Index bel einer endichen Anzahl von Eigenvektorenv; miti = 1;::;n. Dieim
allgemeinen (iberabzéhlibare Menge der normierten Eigenfunktionen »2—exp(i! t),! 2 R;
bil det ein Orthonamalsystem, wie man mit dem Skalarprodukt fur Vektorréume Uber C zei-
gen kannf®,

Die De nition eines Skalarprodukis h; i : V.V I C fir einen Vektorraum V Uber C
lautet:

h;i:V V! Cislineaim ersten undsemilinear im zweiten Argumenten®®, d.h.
forv;w;u2Vund ; 2Cist

hv+ w;ui= hv;ui+ hw;ui (A.47)

und
hu; v+ wi= hu;vi+  hu;wi (A.48)

h;i:V V! Cisthermitisch symnetrisch, d.h. firv;w 2 V ist
hv;wi = hw;vi (A.49)

h;i:V V! Cispostivdenit,d.h.esisthv;vi 2 Rund
hv;vi >0 (A.50)
farv 6 0.

Einen Vektorraum V lber C zusammen mit einem Skalarprodukt h; i : vV V! C bezech-
net man als unitdren Vekorraum (V; h; i). Er ist das komplexe Analogonzum euklidischen
Vektorraum. Fir die Vektoren des C" wird duch hv;wi = vT w ein komplexes Ska-
larprodukt de niert”®. Ahnlich wiein (A.13) kann auch fiir komplexwertige Funktionen ein
Skalarprodukt 7
b
H ;g = f(t)g (t)dt (A.5)

a

68N cht jeder Vektorraum mit komplexen Komporenten ist ein Vektorraum tiber C. Beispielsweiseist C" mit
der skalaren Multiplikation : R C ! C ein Vektorraum tber R. In diesem Vekrorraum ist das Standard-
Skalarproduk fiir viw 2 Cdurchhv;wi = Re(vT w ) alsredlwertig de niert undentspricht der De nition
(A.5) bis(A.8).

59Man spricht von einer sogenannten hermitsche Form, welche bis auf komplexe Konjugation symmetrisch
und blinea ist.

"OEsist zu beaditen, dal’ C" erst durch komplexe Skalare um komplexen Vektorraum wird, denn der Vek-
torraum C" Uber R ist ein redler Vektorraum. Die komplexe Konjugation des zweiten Argumentsw st not-
wendig, um hv;vi 2 R und cadurch die positive De nitheit zu gewéahrleisten.
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de niert werden, mit welchem (C* (C); h; i) zu einem unitaren Vektorraum komplexwer-
tiger Funktionen wird. Die normierten Eigenfunktionen 912= exp(i! t) bilden in diesem Vek-
torraum ein Orthonamalsystem, da
Z 1
1 . 1 .
dt p?exp(ll t) p?exp( il %)
1

Z :45)
l dt exp'¢ !O)‘(f}'l—{s ¢ 1o

1
=
. e o b : Ry . .
In Andogie a1 (A.37) a3t sich jede Funktion f (t) mit ~, jf (t)] < 1 durch eine Basis
orthonamaler Eigenfunktionen darstell en:
z 1

f(t) = 912: _dTCexn(i! Y (A.52)

Auch hierbei sind entsprechend (A.36) die Koef zienten f{! ) Orthogoralprojektionen auf
die Eigenfunktionen p<- exp(i! t):

z 1
) = pé: dt f (t)exp( i!'t) (A.53

1
Man bezeachnet die durch (A.53) gegebene unitare’! Basistransformation als Fouriertrans-
formation und (A.52) als inverse Fouriertransformation, sowie f{! ) as das Spektrum von
f (t), welches die Amplitude jeder in f (t) enthaltenen Frequenz ! angibt. Der schonwelter
oben fUr den Eigenwert ! verwendete Begriff der Frequenz knlpft an ein sehr anschauli ches
Beispiel aus der Signatedhnik an. Das Spektrum eines akustischen Signalsf (t) bil den ném-

lich die Tonfrequenzen ! , aus welchen sich das Signal gemal3 (A.52) zusammensetzt.

Mit der Fouriertransformation vereinfadit sich die Faltungh = f g (A.41) zu einer Multi-
plikation

act) =f7¢) o ) (A.59
da
Z 1 Z 1
A(l) = dt exp(i! t) dt°f (t9g(t  t9
z! vz,
= dt®f (tYexp(i! t9 dt gt tYexp(i! (t 1t9)
Z; z
= dt®f (texp(i! t) d g( )exp(i! ) mit =t t°
| = {z } | = {z }
) g(')

"Die unitére Transformationist das komplexe Analogonzur orthogoralen Transformation im redlen Vek-
torraum.
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Somit folgt aus der Kommutativitéat der Multi plikation de Kommutativitét der Faltung
Z 1 Z 1
f© g=g1) f(=  d°fhgt )= d®gtIf(t t) (AS5H
1 1

Wenn de Diracsche -Funktion dbs neutrale Element in (A.40) ist, danninsbesondere auch
fur die Faltung was wegen (A.54) impliziert, dal3 de Fouriertransformierte der -Funktion
das neutrale Element beziglich der Multiplikationin R sein muf3 In der Tat ist

Z,
) = dt (t) exp( i't)
= exp( i'0) =1,

wobei in der zweiten Zeil e die Ausblendeigenschaft der -Funktion verwendet wurde. Dies
bedeutet, dal? das Spektrum der Diracschen -Funktion all e Frequenzen enthdlt, und dat jede
Frequenz! mit gleicher Amplitude reprasentiert ist.
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