
A Anhang zur linearen Algebra

Der interdisziplinäre Charakter von Organic Computing erfordert die Einigungauf eine ge-
meinsameGrundlageder Verständigung, in welcher der Mathematik eine entscheidendeRol-
le zukommt. Diese beruht zum einen auf dem integrativen Vermögen der Mathematik, of-
fene Fragen und Probleme aus den unterschiedlichsten Wissenschaften in der ihr eigenen
Formulierungauf ein und dasselbe Problem zurückzuführen. Zum anderen werden komple-
xe Vorgänge oftmals durch die mathematische Abstraktion überhaupt erst begreifbar. Die
anschließende Einleitung verfolgt den Zweck, auch skeptische Leser von der Notwendig-
keit abstrakter Begriffe zu überzeugen und die begrif� ichen Voraussetzungen der Algebra
zu motivieren. Darauf aufbauendwerden Grundlagen der linearen Algebra zusammengefaßt,
wie sie zur Beschreibung einfachster Modelle neuronaler Netze, kortikaler oder elektroni-
scher Bildverarbeitung, aber auch zum Verständnisdes nachfolgenden Anhangs zur linearen
Dynamik vorausgesetzt werden. Hinsichtli ch einer systematischen Darstellung, sei auf die
zahlreicheEinführungsliteratur der linearen Algebraverwiesen, beispielsweise auf die leser-
freundlicheAufbereitungin [Jae03].

EinemotivierendeEinleitung

Man betrachte folgende Textaufgabe, welche einem typischen Schulbuch entstammen könn-
te:

87 Äpfel sind in zwei Kisten unterschiedlicher Größe verpackt. In der größeren Kiste sind
11Äpfel mehr als in der kleineren. WievieleÄpfel sind in der kleineren Kiste?

Wenngleich einesolcheAufgabetrivial erscheinen mag, so verbergen sich hinter dem mathe-
matischen Lösungsweg doch beachtenswerte Abstraktionskonzepte undalgebraische Struk-
turen, welchedem mathematischen Laien zwar in der Anwendung vertraut sind, derer er sich
mitunter jedoch gerade aus Gründen dieser impliziten Vertrautheit gar nicht bewußt ist. Die
Situation kannmit einem muttersprachlichen Sprecher verglichen werden, der diegrammati-
kalischen Regeln seiner Mutterspracheweitgehend fehlerfrei anwendet, obgleich er sienicht
explizit beim Namen nennen kann. Der in diesem Vergleich geknüpfte Zusammenhangzwi-
schen SpracheundMathematik ist jedoch weitausumfassender. In der zweiten Hälftedes20.
Jahrhunderts herrschte unter Sprachwissenschaftlern die Meinung vor, daß Sprache die Vor-
aussetzung für jegliche mathematische Fähigkeit sei. Versuche mit Affen undRatten haben
jedoch gezeigt, daß diese daraufhin trainierbar sind, einfache Additionsaufgaben in Zahlen-
bereichen unterhalb von 10zu lösen, wobei die zu beobachtende Fehlerquote mit größeren
Zahlen deutlich zunahm [Deh97]. Eine für Sprachwissenschaftler spektakuläre Entdeckung
bot sich in der Sprache der Pirahã. Der am brasili anischen Amazonas lebende Volksstamm
verfügt lediglich über drei Zahlwörter, welche in etwa eins, zwei oder mehrere undviele be-
deuten. Versuche, bei denen einigen Pirahã eineReihevonGegenständen gezeigt wurde, und
siegebeten wurden, diegleicheAnzahl vonGegenständen vor sich hinzulegen, ergaben, daß
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diese Aufgabe für eine zunehmende Anzahl von Gegenständen immer ungenauer bewältigt
wurde, die Pirahã jedoch zumindest ein grobes Schätzsystem haben müssen, da die Vertei-
lung der falschen Antworten bei größeren Mengen vonGegenständen nicht rein zufälli g war
[Go04]. Demzufolge existiert unabhängig von der Sprache sowohl beim Menschen, als auch
bei höher entwickelten Tierarten ein unscharfes Konzept von Kardinalität, welches in der
mehr oder minder ausgeprägten Fähigkeit, einer Menge die Anzahl ihrer Elemente zuzuord-
nen, zum Ausdruck kommt.

Ohnesolch einequantitativeAbstraktion vom konkreten GegenstandstündedieStrategiedes
Ausprobierensbei der vorliegenden Textaufgabe einem Suchraum von287 Möglichkeiten, 87
Äpfel auf zwei Kisten zu verteilen, gegenüber. Der Suchraum verkleinert sich drastisch, wenn
das Problem im Rahmen eines naiven Mengenbegriffs verstanden wird, welcher zumindest
dasAttribut der Mächtigkeit einer endlichen Mengeim Sinne einer mehr oder weniger schar-
fen Zuordnungzu einer natürlichen Zahl beinhaltet. Eine eindeutige, präziseZuordnung von
Mengen zu ihrer Mächtigkeit in dem von der Textaufgabe vorgegebenem Zahlenbereich bis
87 erfordert offensichtli ch Symbole oder Zeichen für diskrete natürliche Zahlen. Allem An-
schein nach sind dieseselbst der menschlichenSpeziesnicht vonGeburt her mitgegeben. Erst
recht müssen die für gewöhnlich zum Lösen der einleitenden Textaufgabe herangezogenen
Kenntnisse algebraischer Strukturen als kulturelle Errungenschaft von Generationen aufge-
faßt werden [Cr07]. Dabei drängt sich dieFrage auf, was denn überhaupt unter der Kenntnis
algebraischer Strukturen zu verstehen sei - oder anders formuliert: Wasbleibt vom Zahlenbe-
griff übrig, wennman von den algebraischen Strukturen absieht?Ausmathematischer Sicht46

erschöpft sich die Antwort in einem mengentheoretischen Konzept. Der Begriff der Menge
ist durch deren Abbildungauf ihreMächtigkeit so engmit den natürlichen Zahlen verknüpft,
daßsich dieFrage aufdrängt, wie andersdennalsdurch diebegrif� icheAbstraktion der Men-
ge man zu dem ebenso abstrakten Begriff der natürlichen Zahl überhaupt gelangen könne.
Kardinalität ist gleichsam ein emergentes Phänomen der Menge. Mengen undAbbildungen
stellen diegrundlegendeVoraussetzungfür dasVerständnisder einleitenden Textaufgabedar,
obman sich der Begriffebewußt ist oder nicht.

Mengen und Abbildungen

Der naive Mengenbegriff versteht eine Menge als eine Zusammenfassung wohlunterschie-
dener Objekte, welche die Elemente der Menge genannt werden, zu einem Ganzen. Bei der
De� nition einer Menge wird verlangt, daß für jedes Objekt a prinzipiell entscheidbar ist, ob
es Element der Menge M ist (a 2 M ) oder nicht (a =2 M ). Diese Forderung erwies sich
bei der Entwicklungeinesaxiomatischen Systemsder Mengenlehre alsnicht ganz unproble-
matisch47 [Ebb92]. Für dievorliegenden Zwecke mögedie intuitiveVorstellung des Begriffs

46Einereligiöse, mystischeundesoterischeKonnotationsei dem Zahlenbegriff nicht abgesprochen. Diese ist
aber nicht Gegenstand der Mathematik.

47Für die Menge M R := f xj x ist Menge undx =2 xg ist nicht entscheidbar, ob M R 2 M R oder ob M R =2
M R . SolcheMengen sollen im weiteren nicht alsMengen im eigentlichen Sinnebetrachtet werden.

222



der Menge jedoch ausreichen. Man kann eine Menge durch explizite Angabe der Elemente
M = f 0; 1; 2g oder aber auch durch ein Bildungsgesetz aus einer als bereits bekannt vor-
ausgesetzten Menge ableiten M = f x 2 Nj x � 2g. Hierbei wird dieMenge der natürlichen
Zahlen N = f 0; 1; 2; ::::g als bekannt vorausgesetzt. In einer Menge ist die Reihenfolge der
Elemente beliebig, weshalb mit M = f 2; 0; 1g dieselbe Menge M wie oben de� niert wird.
Zwei Mengen A und B sind gleich, wenn sie dieselben Elemente haben, d.h. wenn jedes
Element von A auch Element von B ist und umgekehrt jedes Element von B auch Element
von A ist. Die erste Bedingung besagt, daß A Teilmenge von B ist, in Zeichen A � B . Aus
A � B undB � A folgt A = B.

Vom rein mengentheoretischen Standpunkt aus betrachtet kann nicht nur von der Reihen-
folge, sondern ebenso vonallen algebraischen Strukturen, die innerhalb der Menge zwischen
den Elemente bestehen, abgesehen werden. Solche werden erst durch Relationen undAb-
bildungen de� niert. Eine zweistelli ge Relation von A nach B ist eine Teilmenge des kar-
tesischen Produktes beider Mengen Rx;y � A � B = f (x; y)j x 2 A; y 2 Bg, wobei das
kartesische Produkt A � B die Menge aller Paare (x; y) darstellt . Beispielsweise ist die
Größer-Relation auf dem kartesischen Produkt der oben de� nierten Menge mit sich selbst
durch Rx> yjM � M = f (1; 0); (2; 1); (2; 0)g � M � M gegeben. Im Gegensatz zur Menge ist
bei der De� nition vonPaaren dieReihenfolge entscheidend, denn es ist (1; 0) 2 Rx> yjM � M ,
hingegen aber ist (0; 1) =2 Rx> yjM � M . Faßt man eineRelationalsZuordnung vonElementen
der linken Menge auf Elementeder rechten Menge auf, so ist dieseZuordnung nicht eindeu-
tig. Für dieMathematik von größerer BedeutungsindRelationen bei denen

� jedem Element der linken Menge ein Element der rechten Menge zugeordnet wird (die
Relation ist linkstotal)

� jedem Element der linken Mengenicht mehr alsein Element der rechten Menge zuge-
ordnet wird (dieRelation ist rechtseindeutig)

Solche zweistelli gen Relationen bezeichnet man als Funktion oder Abbildungvon A nach
B und schreibt f : A ! B . Man bezeichnet A als De� nitionsmenge und B als Zielmen-
ge. Ordnet die Abbildung f dem Element x 2 A das Element y 2 B zu, so bringt man
diese rechtseindeutige Zuordnung durch x 7! y oder y = f (x) zum Ausdruck. Die oben
de� nierte Relation Rx> yjM � M ist keine Abbildung, da sieweder linkstotal48 noch rechtsein-
deutig49 ist. Häu� g werden Abbildungen durch Restriktion, d.h. durch Einschränkung der
De� nitionsmengegewonnen. Ein Beispiel für eine Abbildungmit einem in R eingeschränk-
ten De� nitions- undWertebereich ist die Wurzelfunktion f : R+ ! R+ , f : x 7!

p
x als

Selbstabbildungauf den positiven reellen Zahlen. Es ist üblich anstellevon f : x 7!
p

x die
Funktion f kurz durch f (x) =

p
x zu beschreiben50. DieWurzelfunktion ist auf R+ wohlde-

�n iert. Damit eineAbbildungwohlde� niert ist, müssen zwei Dingesichergestellt sein:
48f (0) ist nicht de� niert.
49f (2) besitzt keinen eindeutigen Wert.
50f (x) =

p
x bezeichnet hierbei keinen Funktionswert an der Stelle x, sondern die Funktion selbst, weil x

in diesem Zusammenhang dieBedeutungeiner Variablen hat.
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� DieAbbildungexistiert auf der gesamten De� nitionsmenge(Existenz)

� DieAbbildungist eindeutig auf der gesamten De� nitionsmenge(Eindeutigkeit)

Als f : R ! R ist die Wurzelfunktion nicht mehr wohlde� niert, denn zum einen exi-
stiert f (x) =

p
x auf R� nicht und zum anderen ist f (x) =

p
x mit der Zielmenge R

auf der De� nitionsmenge R+ nicht eindeutig. In diesem Zusammenhang sind zwei weite-
re Begriffe von Bedeutung. Eine Abbildung f von A nach B heißt injektiv (linkseindeu-
tig), wenn je zwei verschiedene Elemente des De� nitionsbereichs unterschiedlich zugeord-
net werden, d.h. wenn für alle x1; x2 2 A aus x1 6= x2 folgt, daß f (x1) 6= f (x2). Mit
f (A) = f y 2 B j y = f (x); x 2 Ag � B wird der Wertebereich von f oder das Bild von
f de� niert. Eine Abbildungf von A nach B heißt surjektiv (rechtstotal), wenn f (A) = B.
Zuletzt bezeichnet man eine Abbildungals bijektiv, wenn sie injektiv undsurjektiv ist. Die
identische Abbildungmit x 7! x ist auf jeder Menge A bijektiv. Ist f : A ! B bijektiv, so
bezeichnet man f � 1 : B ! A mit f (x) 7! x alsdieUmkehrabbildungvonf . DieAbbildung
f (x) = x2 ist als Selbstabbildungauf R weder injektiv, noch surjektiv. Als Selbstabbildung
auf R+ ist f (x) = x2 jedoch bijektiv mit der Wurzelfunktionf � 1(x) =

p
x alsUmkehrabbil -

dungf � 1 : R+ ! R+ . Sind f : A ! B undg : B ! C zwei Abbildungen, so bezeichnet
man die durch g � f = g(f (x)) gegebene zusammengesetzte Abbildungg � f : A ! C
als Komposition oder Verkettung von f und g. Offenbar gilt für eine bijektive Abbildung
f � 1 � f = I d.

Auf dem Begriff der bijektiven Abbildung basiert die De� nition der Mächtigkeit endlicher
Mengen im Sinne der Anzahl ihrer Elemente. Zwei Mengen A undB werden gleichmäch-
tig oder äquivalent genannt, wenn eine bijektive Abbildung� von A nach B existiert. Für
zwei äquivalente Mengen schreibt man A � B . Die durch die Äquivalenz zweier Mengen
beschriebeneRelation � ist

� re� exiv: A � A

� symmetrisch: Aus A � B folgt B � A

� transitiv: Aus A � B undB � C folgt A � C

Man bezeichnet generell eine Relation � als Äquivalenzrelation, wenn diese re� exiv, sym-
metrisch und transitiv ist. Durch eine Äquivalenzrelation � auf einer Menge M kann für
a 2 M die sogenannteÄquivalenzklasse [a] = f x 2 M j x � ag von a bezüglich � de� niert
werden. Die Menge aller Äquivalenzklassen bildet eine Zerlegung oder Klassi� kation der
Menge M in Teilmengen, sodaß jedes x 2 M in genau einer Teilmenge enthalten ist. Dies
kann mit der Vereinigung[a] [ [b] = f x 2 M j x 2 [a] oder x 2 [b]g und dem Durchschnitt
[a] \ [b] = f x 2 M j x 2 [a] undx 2 [b]g vonMengen wie folgt formuliert werden:

� dieVereinigungaller Äquivalenzklassen ergibt dieMengeM:
S

x2 M [x] = M
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� kein Element von M ist in mehr als einer Äquivalenzklasse enthalten: [a] \ [b] = fg
für alle [a] 6= [b]

Dabei ist
S

x2 M [x] diegeneralisierteVereinigung, d.h. dieVereinigungaller Äquivalenzklas-
sen [x] mit x 2 M . Die zweite Eigenschaft besagt, daß je zwei verschiedene Äquivalenz-
klassen disjunkt sind, d.h. kein Element von M sowohl in der einen, als auch in der anderen
Äquivalenzklasse enthalten ist.

Für eine natürliche Zahl n > 0 wird die Menge Nn := f k 2 Nj 1 � k � ng oder Nn :=
f 1; 2; :::; ng de� niert. Ist eine Menge A äquivalent zu Nn , in Zeichen A � Nn , so hat A die
Mächtigkeit, Kardinalität oder Kardinalzahl n. Häu� g schreibt man dafür jAj = n. Für die
leere Menge ; = fg wird die Mächtigkeit als null de� niert. Alle zur leeren Menge oder zu
einer Menge Nn mit beliebigem n 2 N+ äquivalenten Mengen bezeichnet man als endliche
Mengen. Man sagt für endliche Mengen mit der Mächtigkeit n auch, sie habe n Elemente.
DieMengen Nn und dieleereMengestellen dieRepräsentanten ihrer Äquivalenzklassen dar.
Einenicht endlicheMengewird unendlich genannt undeineMengeA mit A � N bezeichnet
man alsabzählbar. Alshöchstensabzählbar wird eineMengebezeichnet, wennsie entweder
endlich oder abzählbar ist, anderenfalls bezeichnet man sie als überabzählbar. Jede endliche
Menge A � Nn mit n Elementen kann man durchnumerieren (abzählen), indem man eine
bijektive Abbildung � (k) = ak von Nn nach A de� niert, sodaß A = f a1; a2; :::; ang mit
ai 6= aj für i 6= j . Ebenso kann jede abzählbare Menge A � N durchnumeriert werden,
sodaß A = f a1; a2; :::; ang. Die Menge der ganzen Zahlen Z und die Menge der rationalen
Zahlen Q sind abzählbar. Im Falle von Z de� niert man beispielsweise � (0) = 0, � (1) = 1,
� (2) = � 1, � (3) = 2, � (4) = � 2,..., � (n) = 1

4 [(� 1)n+ 1(2n + 1) + 1],...

Vom mengentheoretischen Standpunkt betrachtet sind N und Z äquivalente Mengen. Un-
terschiede zwischen diesen beiden Mengen gehen erst aus deren algebraischen Strukturen
hervor.

Mit den bis hier entwickelten mengentheoretischen Grundlagen kann die De� nition der natürlichen
Zahlen in Anlehnungan den psychologischen Vorgang des Zählens erfolgen, bei dem mit einem aus-
gezeichneten Element (der Null ) begonnen wird und sukzessive hochgezählt wird, was durch eine
NachfolgerabbildungS zum Ausdruck kommt. Gemäß dieser De� nition bilden die natürlichen Zah-
len eine Menge N, in der ein Element 0 2 N ausgezeichnet ist undauf der eine Nachfolgerabbildung
S de� niert ist, sodaß folgende Axiome erfüllt sind:

� S ist injektiv

� 0 =2 S(N)

� Wenn eine Teilmenge M � N die Null enthält und durch S in sich abgebildet wird, dann ist
M = N.

Daserste Axiom entspricht dem Sachverhalt, daßman beim Zählen nicht mehrmals auf dieselbe Zahl
stoßen kann. Das zweite Axiom legt die Null als Ausgangspunkt des Zählens fest undstellt zugleich
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sicher, daß auch die Null beim weiteren Zählvorgang nicht noch einmal erreicht wird. Das letzte
Axiom stellt eine mengentheoretische Formulierung für das Prinzip der vollständigen Induktion dar.
Demnach triff t eine Eigenschaft, die der Null zukommt undmit jeder Zahl n, welche die Eigenschaft
besitzt, auch deren Nachfolger S(n) zukommt, auf ganz N zutriff t. Die vollständige Induktion ist ein
geeignetes Beweisverfahren für Aussagen über allenatürliche Zahlen: In einem Induktionsanfanglegt
man dar, daß die gegebene Aussage für die Zahl Null zutriff t. Anschließend zeigt man, daß aus der
Gültigkeit der Aussage für eine beliebige natürliche Zahl n die Gültigkeit für n + 1 folgt. Damit ist
dieAussage für alle natürlichen Zahlen bewiesen.

Darüberhinausbasieren auf dem Induktionsprinzip dierekursiven De� nitionen, bei denen eineFunkti-
onauf N für dieNull de� niert wird undfür n + 1 mit Rückgriff auf den Funktionswert vonn de� niert
wird. Daß rekursive De� nitionen dem Anspruch der Wohlde� niertheit genügen, beweist der Dede-
kindsche Rekursionssatz [Ebb92]. In dieser Weise erklärt man dieAdditionauf N gemäßm + 0 = m,
m + 1 = S(m), m + 2 = S(m + 1),... durch

m + 0 := m

m + S(n) := S(m + n):

DieGrößer-Relation wird auf N de� niert, indem m > n genau dann gelten möge, wennein d 2 S(N)
existiert, sodaß n + d = m. Für m � n kann man die Differenz zwischen m und n als d 2 N mit
n + d = m de� nieren.

Nicht-algebraischeLösungswege

Um zur einleitenden Textaufgabe zurückzukommen, stelleman sich nunzwei hypothetische
Zeitgenossen vor, welche beide über keinerlei algebraische Kenntnisse verfügen, jedoch mit
einer glücklichen Intuition gesegnet sind, vermöge derer sie die Aufgabenstellung mit der
Differenz der Mächtigkeit zweier Mengen in Verbindung bringen - eineAbstraktionsleistung,
welche allein mangelsSprachverständnis bisher von keiner Maschine erbracht werden kann.
Gesetzt, einer der beiden sei ein leidenschaftli cher Algorithmiker. Der Lösungsweg des Al-
gorithmikerskönnteder folgendesein:

1. Lege alleÄpfel in diegrößereKiste.

2. Überprüfe, ob dieDifferenz zwischen der Anzahl vonÄpfeln in der größeren Kisteund
der Anzahl von Äpfeln in der kleineren Kiste11 beträgt.

(a) Wenn ja, beendemit der Angabeder Anzahl vonÄpfeln in der kleineren Kiste.

(b) Anderenfalls überprüfe, ob in der größeren Kistenoch Äpfel sind.

i. Wenn nein, beendemit dem Hinweis, daß dieAufgabeunlösbar ist.
ii . Wenn ja, nimm einen Apfel aus der größeren Kiste heraus, lege ihn in die

kleinereKisteundspringe zurück zu Punkt 2.
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DieVorgehensweisedesanderen mögerein intuitiv sein und durch folgenden Gedankengang
beschrieben werden:

Da die zum Ziel gesetzte Inhaltsdifferenz von 11Äpfeln näher an 0 als an 87liegt, beginnt
manmit einer Aufteilungin ungefähr zwei Hälften: In diegrößereKiste kommen 44Äpfel, in
die kleinere43. Jetzt besteht dieInhaltsdifferenzauseinemApfel, siesoll aber 11Äpfel betra-
gen. Mit jedem Umlegen eines Apfels von der größeren in die kleinere Kiste verdoppelt sich
dieDifferenz, also legt man nur ungefähr dieHälfte von der gewünschten Differenz, nämlich
5 Äpfel, von der kleineren Kiste in die größere Kiste. Stimmt es schon, oder mußman noch
ein oder zwei Äpfel umlegen?Nun, es liegen jetzt 38Äpfel in der kleineren Kisteund 49Äpfel
in der größeren Kiste, das heißt 11 Äpfel mehr in der größeren Kiste. Also sind es 38 Äpfel,
die in der kleineren Kistezu liegen haben.

Im Vergleich beider Vorgehensweisen erscheint die erste vertrauenswürdiger, da es sich um
eine unmißverständlich de� nierte Abfolge von elementaren und nachvollziehbaren Einzel-
schritten handelt. Diese können auf einem Computer effektiv ausgeführt werden undliefern
ein Ergebnis, welches mit Sicherheit richtig ist, wenn nur die Einzelschritte fehlerfrei aus-
geführt werden. Die zweite Vorgehensweise ist nicht so präzise ausgedrückt, daß sie direkt
in die Sprache eines Computers übersetzt werden kann. Sie stellt l ediglich ein grobes Vor-
gehensmuster dar. Während die algorithmischeBeschreibung der Vorgehensweisebereitsdie
gesamte “Intelli genz” enthält, welche zur Lösung des Problems benötigt wird, erfordert die
Darstellung der zweiten Vorgehensweise die Intelli genz der ausführenden Instanz. Die In-
itialisierung liegt im ersten Fall sehr fern vom gesuchten Ergebnis. Die initiale Aufteilung
der Äpfel in ungefähr zwei Hälften hingegen ist der gesuchten Aufteilungin gewisser Weise
schonrecht ähnlich. Wäre die Berechnung der Differenz auf ein Schätzsystem angewiesen,
welches nur gerade Zahlen ausgeben würde, so stünde die algorithmische Vorgehensweise
vor dem Ergebnisder Unlösbarkeit der Aufgabe, wohingegen die zweiteMethode zumindest
noch ein annähernd richtiges Ergebnis liefern würde. In der Abhängigkeit von exakten Da-
ten wird unter anderem dieFehleranfälli gkeit desalgorithmischen Prinzipsdeutlich, welches
durch Organic Computing überwunden werden soll .

Gruppen und Körper

Wer von seinen Schulkenntnissen pro� tieren kann, der berechnet zur Lösung der Textaufga-
be lediglich (87 � 11)=2 underhält damit 38 Äpfel für den Inhalt der kleineren Kiste. Wie
kommt man aber zu dieser Formel?Der ausführliche algebraischeLösungsweg, welcher die-
sem Ergebnis zu Grunde liegt, beginnt mit folgendem Gleichungssystem, in welchem g für
die Anzahl der Äpfel in der größeren Kiste und k für die Anzahl der Äpfel in der kleinen
Kistesteht:

g + k = 87

g = k + 11
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Weil g in der unteren Gleichung bereits explizit angegeben ist, kann man es in die obere
Gleichungeinsetzen:

(k + 11) + k = 87

�
�
�
� AG

k + (11+ k) = 87

�
�
�
� K G

k + (k + 11) = 87

�
�
�
� AG

(k + k) + 11 = 87

�
�
�
� + (� 11)

((k + k) + 11) + (� 11) = 76

�
�
�
� AG

(k + k) + (11� 11) = 76

�
�
�
� x + (� x) = 0

(k + k) + 0 = 76

�
�
�
� x + 0 = x

k + k = 76

DiemathematischenUmformungen, welchevorgenommenwurden, sindin der algebraischen
Struktur der Addition ganzer Zahlen begründet. Alszweistelli ge algebraischeVerknüpfung'
auf der Menge V = (A; B ; C) bezeichnet man eine Abbildung' : A � B ! C mit der
Verknüpfungsvorschrift (a; b) 7! ' (a; b) = a � b = c, falls a 2 A, b 2 B, c 2 C und
� als Verknüpfungszeichen (Operationssymbol) gewählt wird. Man spricht vereinfacht von
einer inneren Verknüpfung auf M , wenn V = (M ; M ; M ). Eine Menge M zusammen mit
einer zweistelli gen inneren Verknüpfung' : M � M ! M mit ' (a; b) = a � bbezeichnet
man als eine algebraische Struktur (M ; � ). M heißt im Falle einer inneren Verknüpfung �
abgeschlossen bezüglich � . Oft benutzt man der Einfachheit halber für die Abbildungauch
das Symbol des Verknüpfungzeichens. Beliebige ganzeZahlen x; y; z 2 Z bilden bezüglich
der inneren Verknüpfung der Addition die algebraischeStruktur (Z; + ). Für diesegilt:

� das Assoziativgesetz (AG): (x + y) + z = x + (y + z)

� das Kommutativgesetz (KG): x + y = y + x

� die Existenz eines neutralen Elements: Es existiert genau ein e 2 Z, sodaß für alle
x 2 Z gilt: x + e = x

� die Existenz eines inversen Elements: Für alle x 2 Z existiert genau ein (� x) 2 Z,
sodaß gilt: x + (� x) = e

228



Das neutrale Element der Addition ist die Null , und das inverse Element der Null i st wie-
derum die Null . Innerhalb der natürlichen Zahlen hat allerdings kein weiteres Element ein
inverses Element der Addition. Die Gleichung11+ x = 0 hat keine natürliche Zahl als Lö-
sung. Der Übergang von der vierten zur fünften Zeileist im Rahmen der Addition natürlichen
Zahlen, d.h. in (N; + ), nicht möglich ist. Obgleich die Mächtigkeit einer endlichen Menge
niemalsnegativ sein kann, und-11Äpfel überhaupt nicht vorstellbar sind, ist eszweckmäßig,
beim Berechnen der Mächtigkeit endlicher Mengen negativeZahlen zu verwenden, wenn nur
das Ergebnis selbst wieder eine natürliche Zahl ist. Die gleiche Zweckmäßigkeit li egt auch
der Erweiterung der reellen Zahlen zur Menge der komplexen Zahlen beispielsweise beim
Berechnen vonreellen Lösungen linearer Differentialgleichungen zugrunde.

Weil die genannten Gesetze über die Addition ganzer Zahlen hinaus für eine Vielzahl von
Verknüpfungen auf vollkommen unterschiedlichen Mengen gelten, wurde in der Algebrader
abstrakte Begriff der Gruppe eingeführt. Eine Gruppe ist eine algebraische Struktur (M ; � )
auf einer MengeM 6= ; mit einer zweistelli genVerknüpfung� undfolgenden Eigenschaften:

� Assoziativität: (x � y) � z = x � (y � z) für allex; y; z 2 M

� Existenz einesneutralen Elements: Esexistiert genau ein e 2 M , sodaßfür allex 2 M
gilt: x � e = x

� Existenz eines inversen Elements: Für allex 2 M existiert genau ein x � 1 2 M , sodaß
gilt: x � x � 1 = e

EineGruppeheißt kommutativeGruppeoder abelscheGruppe, wennzusätzlich gilt:

� Kommutativität: x � y = y � x für allex; y 2 M

Analog zu (Z; + ) bilden Q n f 0g, die rationalen Zahlen ohne die Null , sowie R n f 0g,
die reellen Zahlen ohne die Null , zusammen mit der Multiplikation die abelschen Grup-
pen (Q n f 0g; �) bzw. (R n f 0g; �) mit der Eins als neutralem Element. Die Verkettung
(Komposition) bildet auf der Menge der Drehungen einer Scheibe um deren Mittelpunkt
eine Gruppe, wobei die Drehung um 0 Grad das neutrale Element und die Linksdrehung
das inverse Element zur Rechtsdrehung unter dem jeweils gleichen Drehwinkel darstellt . In
der linearen Algebra lassen sich zahlreiche weitere Beispiele für Gruppen � nden. Vektoren
bilden eine kommutative Gruppe bezüglich der Vektoraddition, die invertierbaren Matrizen
stellen eineGruppebezüglich der Matrizenmultiplikation dar, dieorthogonalen Matrizen bil -
den ebenso eine Gruppe bezüglich der Matrizenmultiplikation und die bijektiven linearen
Abbildungen bilden eine Gruppe bezüglich der Verkettung(Komposition) von Abbildungen
f (x) � g(x) = f (g(x)). Eine systematische Einführung mit Beispielen endlicher Gruppen
� ndet man unter anderem in [Boe92]. Als Beispiele für die zahlreichen Gruppen in anderen
Teilgebieten der Mathematik mögen hier lediglich die Addition auf der Menge der Lösun-
gen eines linearen Differentialgleichungssystems oder die exklusive Oder-Verknüpfung auf
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der Menge f wahr, falschg angeführt werden. Was an dieser Stelle wie eine unnötige Be-
griffsschöpfung erscheinen mag, erweist sich in der linearen Algebra, wie in nahezu allen
mathematischen Disziplinen, als Vorteil: Beim Rechnen innerhalb all dieser Gruppen kann
man (bis auf die Kommutativität, wenn es sich um keine abelsche Gruppe handelt) die ver-
trauten Rechenregeln der Additionanwenden.

Bei der weiteren algebraischen Au� ösung der Textaufgabe reichen die Gruppeneigenschaf-
ten der ganzen Zahlen jedoch nicht aus. Man geht zur Menge der rationalen Zahlen Q über
und verwendet die Gruppeneigenschaften der Multiplikation auf der Menge Q n f 0g, nach-
dem man zunächst die Verknüpfung der Addition in Zusammenhang mit der Verknüpfung
der Multiplikation bringt:

k + k = 76

�
�
�
� x + x = 2 � x

2 � k = 76

�
�
�
� �2� 1

(2 � k) � 2� 1 = 38

�
�
�
� K G

(k � 2) � 2� 1 = 38

�
�
�
� AG

k � (2 � 2� 1) = 38

�
�
�
� x � x � 1 = 1

k � 1 = 38

�
�
�
� x � 1 = x

k = 38

Während man in den übrigen Zeilen lediglich die Gruppeneigenschaften von (Q n f 0g; �)
verwendet, setzt man diese in der ersten Zeile mit den Gruppeneigenschaften von(Q; + ) in
Beziehung. Dabei verwendet man die Körperstruktur (Q; + ; �) der Menge Q mit den Ver-
knüpfungen der Addition und der Multiplikation.

Ein Körper (K; � ; � ) ist eine algebraischeStruktur, die folgenden Axiomen genügt:

� (K; � ) ist einekommutativeGruppemit neutralem Element 0

� (K n f 0g; � ) ist einekommutativeGruppe

� Distributivgesetz (DG): � ist beiderseitig distributiv über � , d.h. für alle x; y; z 2 K
gilt

x � (y � z) = (x � y) � (x � z)

(x � y) � z = (x � z) � (y � z)

230



Ausder Körperstruktur von(Q; + ; �) folgt wegen der Distributivität von� über + dieÄquiva-

lenzder ersten und der zweitenZeile, dennesist 2�k = (1+ 1)�k
D Gz}|{
= 1�k+ 1�k = k+ k. Unter

Verwendung der Körperstruktur von (Q; + ; �) kann die Aufgabe algebraisch gelöst werden.
Die Lösung k = 38 aus Q liegt dennoch in der Teilmenge der natürlichen Zahlen undist
somit einesinnvolleLösung.

Homomorphismen

Für die Menge der natürlichen Zahlen N und die Menge der ganzen Zahlen Z wurde kon-
statiert, daß diese äquivalent sind. Betrachtet man die Verknüpfung der Addition auf beiden
Mengen, so stellt man fest, daß N undZ trotz der zwischen ihnen bestehenden mengentheo-
retischen Äquivalenz nicht gleich sind. Während (Z; + ) eine Gruppe darstellt , ist in (N; + )
die Gleichunga + x = 0 für a > 0 nicht au�ösbar, d.h. es existiert kein x 2 N, welches
die Gleichungerfüllt . Trotz der Äquivalenz beider Mengen, welche in der Existenz bijek-
tiver Abbildungen N ! Z besteht, wie beispielsweise � (n) = 1

4 [(� 1)n+ 1(2n + 1) + 1],
sind die Strukturen (Z; + ) und(N; + ) grundlegend verschieden. Der Grund dafür liegt dar-
in, daß keine dieser bijektiven Abbildungen N ! Z verknüpfungstreu ist. Man bezeichnet
eine Abbildung� : A ! B als verknüpfungstreu oder als Homomorphismus zwischen den
algebraischen Strukturen (A; � A ) und(B ; � B ), wenn für a; b2 A gilt:

� (a � A b) = � (a) � B � (b)

Sind (A; � A ) und (B ; � B ) Gruppen, so spricht man von einem Gruppenhomomorphismus
oder einem Homomorphismus der Gruppen. Ein Homomorphismus � : A ! B heißt im
Speziellen

� Monomorphismus, wenn � injektiv ist,

� Epimorphismus, wenn � surjektiv ist,

� Isomorphismus, wenn � bijektiv ist,

� Endomorphismus, wenn A = B, d.h. � eineSelbstabbildungist,

� Automorphismus, wenn � bijektiv undA = B ist.

Existiert ein Isomorphismus zwischen zwei algebraischen Strukturen (A; � A ) und(B ; � B ),
so werden beideStrukturen als isomorphbezeichnet. Man sagt für diesen Fall auch, (A; � A )
und(B ; � B ) seien bisauf Isomorphiegleich. Obwohl sich dieStrukturen (N; + ) und(Z; + )
auf äquivalenten Mengen konstituieren, sind sie nicht isomorph. Es kann lediglich ein Mo-
nomorphismus � : N ! Z durch � : x 7! x de� niert werden. Ebenso existieren zwischen
(Z; + ) und(Q; + ) trotz der Äquivalenz zwischen Z undQ lediglich Monomorphismen oder
Epimorphismen der Gruppen. AlsBeispiel für Isomorphiewerden im übernächsten Unterab-
schnitt dieStrukturen (R � 0 � C; + ) und(R; + ) vorgestellt .

231



A Anhangzur linearen Algebra

B
� B

� !
B

� " " �

A
� A

� !
A

Abbildung 40: Homomorphismus � : A ! B zwischen den algebraischen Strukturen (A; � A )
und (B ; � B ). Es ist � (a � A b) = � (a) � B � (b), was dadurch veranschaulicht wird, daß man
von der linken unteren Eckedes Diagramms über zwei verschiedene Wege zur rechten oberen Ecke
gelangt. Jeder der beiden Wege entspricht jeweils einer Seite der Gleichung. Ist � : A ! B sogar
ein Isomorphismus, dann gelten die Pfeile rechts und links auch in die Umkehrr ichtung, und es ist
a � A b = � � 1 (� (a) � B � (b)) .

ReelleZahlen

Die Gleichungx2 = 2 ist im Körper der rationalen Zahlen (Q; + ; �) nicht au� ösbar. Um die
Wurzelfunktion für alle positiven Zahlen zu de� nieren, geht man von(Q; + ; �) zum Körper
der reellen Zahlen (R; + ; �) über. In (R; + ; �) gilt das sogenannteVollständigkeitsaxiom, wel-
chesunter anderem impliziert, daßx2 = y für alley � 0 in R eineLösung hat. Im Gegensatz
zu Z undQ ist R überabzählbar, wieman mit dem Diagonalargument vonGeorg Cantor zei-
gen kann [Wal92]. Daraus folgt, daß (Q; + ) und(R; + ) nicht isomorphsein können. Dessen
ungeachtet � nden diewesentlichen Unterschiede zwischen (Q; + ; �) und(R; + ; �) weniger in
deren algebraischen Strukturen, als vielmehr beim Betrachten vonFolgen undGrenzwerten
ihren Ausdruck, was einen kurzen Exkurs in dieAnalysis rechtfertigen möge.

Das Vollständigkeitsaxiom für (R; + ; �) besagt, daß in R jede Cauchy-Folge konvergiert51.
Darum sindan dieser Stelle zunächst einmal dieBegriffeFolgeundKonvergenz zu erläutern.
Eine Abbildung(an )n2 N : N ! X, n 7! an , die jeder natürlichen Zahl ein Element aus der
Menge X zuordnet, heißt Folge in X. Ist die Zielmenge Q oder R, so spricht man voneiner
rationalen, bzw. reellen Folge. Man bezeichnet an alsdasn-teFolgeglied. Ein Beispiel ist die
Folge(an )n2 N : N ! Z

(an )n2 N = (� 3)n ; (an )n2 N = 1|{z}
a0

; � 3|{z}
a1

; 9|{z}
a2

; � 27|{z}
a3

; 81|{z}
a4

; ::

Allgemeiner werden Folgen auch alsAbbildungen (an )n2 Zp : Zp ! X de� niert, wobei Zp =
f n 2 Zj n � pg für eine ganzeZahl p ist, insbesondere verwendet man häu� g Abbildungen
(an )n2 Nnf 0g : Nn f 0g ! X mit der Menge der natürlichen Zahlen ohne die Null Nn f 0g =

51Da R ein geordneter Körper ist, formuliert man es gelegentlich auch so, daß jede nach oben beschränkte
Menge in R ein Supremum besitzt [Wal92]. Eine dritte De� nition der Vollständigkeit von R lautet, daß in R
jede Intervallschachtelung konvergiert.
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f 1; 2; 3; ::g als De� nitionsbereich. Ein typischesBeispiel hierfür ist dieFolge

(an )n� 1 =
1
n

; (an )n� 1 =
1
1|{z}
a1

;
1
2|{z}
a2

;
1
3

;
1
4

;
1
5

; :::

Noch allgemeiner nennt man jede Abbildung (an )n2 D : D ! X, n 7! an eine Folge in X , wenn
die sogenannte Indexmenge D äquivalent zu N ist, d.h. eine bijektive Abbildung� : N ! D existiert.
Man beschreibt diese Folge auch durch (an )n2 � (N) . Die Ordnungsrelation (N; > ) überträgt sich auf
(� (N); > ), indem man � (n) > � (m) für n > m de� niert, sodaß dieReihenfolgeder Indizesaus � (N)
eindeutig bestimmt ist.

Man bezeichnet eine reelle Folge (an )n2 N als konvergent gegen den Grenzwert a 2 R, wenn
alle Folgeglieder mit ansteigenden Folgeindizes diesem Grenzwert beliebig nahe kommen.
Nun ist Nähe ein sehr schwammiger Begriff , der jedoch durch den euklidischen Abstand
jan � aj des n-ten Folgeglieds vom Grenzwert präzisiert werden kann. Problematischer ist
dagegen die Formulierung“mit ansteigenden Folgeindizesbeliebig nahe”, was eine weniger
strenge Forderung als “mit ansteigenden Folgeindizes immer näher” darstellt . Dies soll be-
deuten, daß zu jedem vorgegebenen Abstand " > 0 ein Folgeindex N genannt werden kann,
sodaß der Abstand zum Grenzwert jan � aj für alle Folgeglieder ab diesem Index N kleiner
als der vorgegebene Abstand ist, auch wenn er innerhalb dieses vorgegebenen Rahmens in
einigen Intervallen auf der Indexmenge wieder ansteigen mag (Abbildung 41). Die forma-
le De� nition der Konvergenz von Folgen lautet: Eine Folge (an )n2 N konvergiert gegen den
Grenzwert a 2 R, wenn es zu jeder positiven Zahl " > 0 eine natürliche Zahl N (") gibt,
sodaß für allen � N dieUngleichung

jan � aj < "

gilt . Die aus der formalen Logik stammenden Quantoren lassen die De� nition vom sprachli -
chen Aspekt betrachtet ein wenig holprig und unübersichtli ch erscheinen. Darum gibt eseine
symbolischeKurzschreibweise für den Existenz- und den All -Quantor:

� 9x 2 M : “es existiert ein x aus der MengeM , sodaß”

� 8x 2 M : “ für allex aus der MengeM ”

Damit läßt sich dieDe� nition der Konvergenz kompakter ausdrücken.

Beispielsweise konvergiert die oben de� nierte Folge (an )n� 1 = 1
n gegen den Grenzwert 0,

da zu jedem " > 0 ein N existiert, sodaß für alle n � N die Ungleichungjan � aj < " gilt ,
man wähle einfach N (") = 1

" + 1. Es ist ersichtli ch, daßzwei benachbarteFolgeglieder einer
konvergenten Folgemit steigendem Index n beliebig nahe aneinander rücken. EineFolgemit
dieser Eigenschaft bezeichnet man als Cauchy-Folge.

233



A Anhangzur linearen Algebra

Man nennt eineFolge(an )n2 N konvergent mit dem Grenzwert a 2 R und
schreibt dafür l imn!1 an = a oder auch an ! a für n ! 1 , wenn

folgendesgilt:

8" > 0 : 9N 2 N : jan � aj < " 8n � N:

EineFolge(an )n2 N heißt Cauchy-Folge, wenn es für alle " > 0 eine
natürlicheZahl N (") gibt, sodaß allen; m � N dieUngleichung

jan � am j < " erfüllen, d.h. wenn folgendesgilt:

8" > 0 : 9N 2 N : jan � am j < " 8n; m � N:

Eine konvergente Folge ist unabhängig von der Zielmenge stets eine Cauchy-Folge, jedoch
ist dieUmkehrung nicht zwingend, wieman am folgenden Beispiel veri� zieren kann.

Abbildung 41: Konvergenz von Folgen. Bei der oberen Folge verr ingert sich der Abstand
zum Grenzwert a mit ansteigenden Folgeindizes immer mehr. Dies ist bei der unteren Folge
zwar nicht der Fall , dennoch verr ingert sich der Abstand zum Grenzwert a auch hier mit
ansteigenden Folgeindizes so, daßes für jeden noch so kleinen Epsilon-Streifen, ein N (")
gibt, ab dem auch alle nachfolgenden Folgeglieder in dem Epsilon-Streifen liegen. Darum
sind beideFolgen konvergent.

Zur Berechnung der positiven Lösung vonx2 = 2 als Nullstellevon f (x) = x2 � 2, welche
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im Intervall [1; 2] liegen muß, kannman zwei Folgen (an )n� 1 und(bn )n� 1 de� nieren, diemit
a1 = 1, b1 = 2 initialisiert werden. Diesesollen nunso konstruiert werden, daß sie sich dem
gesuchten Wert, welcher im weiteren als

p
2 bezeichnet werden möge, schrittweise annähern.

Für die Schritte k = 1; 2; 3; ::: setzt man c := 1
2(ak + bk) als das sogenannte arithmetische

Mittel vonak undbk . Nun de� niert man weiter

� ak+ 1 = ak undbk+ 1 = c, falls f (ak) � f (c) < 0

� ak+ 1 = c undbk+ 1 = bk anderenfalls.

Per De� nition ist jedes Folgeglied eine rationale Zahl, sodaß beide Folgen rationale Folgen
(an )n� 1 : N ! Q und (bn )n� 1 : N ! Q sind. Darüberhinaus ist die Differenz zwischen
zwei aufeinander folgenden Folgeglieder für beide Folgen sogar monoton fallend, was in-
sofern eine Verschärfung der Cauchy-Eigenschaft bedeutet, daß nunsogar zwei benachbarte
Folgeglieder von (an )n� 1 und(bn )n� 1 mit steigendem Index immer näher aneinanderrücken.
Darum sind diebeiden Folgen erst recht Cauchy-Folgen. Dennoch konvergiert keineder bei-
den Folgen gegen einen Grenzwert a 2 Q. Da der Körper der reellen Zahlen durch das
Vollständigkeitsaxiom de� niert ist, undin R somit jedeCauchy-Folgekonvergiert, ist jedochp

2 2 R per De� nition.

Erst die Vollständigkeit von R stellt die aus der Schulmathematik bekannte Tatsache sicher,
daß jede Stufenfunktion in R eine Unstetigkeitsstellebesitzt. In Q kann eine Stufenfunktion
nämlich durchausüberall stetig sein, wieman sich sogleich an folgendem Beispiel verdeutli -
chen möge.

Man sagt, eine Funktionen f : D ! R mit D � R konvergiert gegen a 2 R für t ! t0

undschreibt dafür
l imt ! t0 f (t) = a;

wenn sich die Funktionswerte f (t) von dem Wert a beliebig wenig unterscheiden, solange
sich t nur nahegenug bei t0 be� ndet, d.h. wenn folgendes gilt:

8" > 0 : 9� > 0 : jt � t0j < � ) jf (t) � aj < "

Man beachte den Implikationspfeil “ ) ” , welcher besagt, daß die rechte Aussage aus der
linken zwingend folgt, d.h. anders formuliert:

8" > 0 : 9� > 0 : jf (t) � aj < " 8t mit jt � t0j < �

Eine weitere äquivalente Formulierung lautet: Für jede Folge (tn )n2 N mit tn 2 D, welche
gegen t0 konvergiert, ist l imn!1 f (tn ) = a, d.h.

l imn!1 tn = t0 ) l imn!1 f (tn ) = a 8(tn )n2 N mit tn 2 D:

Mit dem soweit präzisierten Konvergenzbegriff f ür Funktionen kannman dieStetigkeit einer
Funktion de� nieren (Abbildung 42).
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EineFunktion f : D ! R mit D � R heißt stetig imPunkt t0 2 D, wenn

limt ! t0 f (t) = f (t0): (S)

DieFunktion heißt stetig, wenn sie in jedem Punkt t 2 D stetig ist.

Man betrachtedieStufenfunktion � H p
2

: Q ! R mit

� H p
2
(t) =

�
1 f all s t >

p
2

0 f all s t �
p

2

Dieseist in ganz Q stetig, denn die einzig vermeintli cheUnstetigkeitsstellet =
p

2 liegt nicht
in Q. Daß � H p

2
: R ! R an der Stelle t =

p
2 unstetig ist, zeigt man mit der zuvor kon-

struierten Folge (bn )n� 1. Während nämlich der linksseitigeGrenzwert l imn!1 � H p
2
(an ) =

0 = � H p
2
(
p

2) mit dem Funktionswert an der Stelle t =
p

2 identisch ist, gilt dies für
den rechtsseitigen Grenzwert l imn!1 � H p

2
(bn ) = 1 6= � H p

2
(
p

2) nicht mehr. Darum ist
l imt !

p
2� H p

2
(t) nicht de� niert und dieBedingung(S) nicht erfüllt .

Abbildung 42: Stetige und unstetige Funktion. Bei der unstetigen Funktion (unten) kann
man das Delta-Intervall noch so klein wählen, die Funktion wird in der unmittelbaren Nähe
der Unstetigkeitsstelle t0 niemals komplett in dem Epsilon-Streifen liegen. Dies ist bedeu-
tungsgleich damit, daßes eine gegen t0 konvergierende Folge (tn )n2 N gibt, deren Grenzwert
l imn!1 f (tn) 6= f (t0) ist. In der Tat kann keine der von rechts gegen t0 konvergierenden
Folgen (tn )n2 N jemalsden Grenzwert f (t0) haben.
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Mit der Stetigkeit ist dieDifferenzierbarkeit einer Funktion in gewisser Weiseverwandt, wie
man an der De� nition beider Begriffe erkennen kann.

EineFunktion f : D ! R mit D � R heißt differenzierbar im Punkt
t0 2 D, wenn der Grenzwert

l imt ! t0

f (t) � f (t0)
t � t0

= f 0(t0)

existiert undman bezeichnet f 0(t0) in diesem Falle alsAbleitung oder
Differentialquotient df

dt von f an der Stelle t0. Exisitiert dieAbleitungauf
dem gesamten De� nitionsbereich D � R, so bezeichnet man die

Funktionalsdifferenzierbar.

Die Ableitungeine reellen Funktion wird zu Beginn des Anhangs B motiviert und üblicher-
weise als sieSteigungeiner Funktion veranschaulicht. EineunstetigeFunktionf : R ! R ist
grundsätzlich nicht differenzierbar, denn welche endliche Steigungsollte eine solche Funk-
tion an ihrer Unstetigkeitsstelle schon haben. Aus der Stetigkeit einer Funktion folgt aber
nicht zwingend deren Differenzierbarkeit, wie man am Beispiel f : x 7! jxj erkennt. Weil
ausder Differenzierbarkeit einer Funktion in R aber deren Stetigkeit geschlußfolgert werden
kann, ist dieAbleitungjeder zweifach differenzierbaren Funktionstetig. Man bezeichnet eine
Funktion als stetig differenzierbar, wenn sie differenzierbar ist, undihre Ableitungsfunktion
stetig ist. Viele Sätze aus der Dynamik setzen die stetige Differenzierbarkeit der Funktionen
voraus, welchedie zeitli cheVeränderung der Zustandsvariablen beschreiben. Günstigerweise
sind die Potenzfunktionen f : x 7! xn für alle n 2 N auf ganz R stetig differenzierbar und
Summen stetig differenzierbarer Funktionen ebenfalls stetig differenzierbar, weshalb allePo-
lynomfunktionen auf R stetig differenzierbar sind, insbesonderediePolynome ersten Grades
in der linearen Dynamik.

Damit sei dieser kleine Exkurs in die Analysis beendet. Wer so viel Epsilontik52 bereits
an dieser Stelle überdrüssig ist, der be� ndet sich bei vielen Naturwissenschaftlern in guter
Gesellschaft. Zumindest dem Vorurteil mancher Mathematiker nach, sei es in den Naturwis-
senschaften üblich, jede Funktion unhinterfragt erst einmal als stetig differenzierbar anzu-
nehmen. Wie dem auch sei - mit einer groben Vorstellung davon, worum es geht, wenn von
stetig differenzierbaren Funktionen die Rede ist, kann auch in anwendungsorientierter Hin-
sicht macher Trugschlußerspart bleiben.

52Epsilontik ist eine scherzhafte Bezeichnungfür die soeben dargestellte mathematische Notation der Ana-
lysis, in welcher das “Epsilon größer null ” für bezeichnenderachtet wird.
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KomplexeZahlen

Um dieWurzelfunktionauch für negativeZahlen zu de� nieren, führt man die imaginäreEin-
heit i ein, für welche i2 = � 1 gelten soll , und geht von den reellen Zahlen zu den komplexen
Zahlen über. Unter dem Körper der komplexen Zahlen (C; + ; �) versteht man die Menge
C := R � R zusammen mit der Verknüpfung der komplexen Addition

+ : C � C ! C

und der Verknüpfung der komplexen Multiplikation

� : C � C ! C;

welchedurch
(a; b) + (c; d) := (a + c; b+ d)

und
(a; b) � (c; d) := (ac � bd; ad + bc)

erklärt sind53. Hierbei ist R� 0 � C isomorphzu R undzwar sowohl bezüglich der Addition,
als auch bezüglich der Multiplikation. Man identi� ziert daher (a; 0) 2 C mit a 2 C undfaßt
auf diese Weise R als Teilmenge von C auf: R � C. In der gleichen Weise identi� ziert man
(0; 1) 2 C mit i 2 C, sodaß jedes Element von 0 � R � C statt (0; b) als ib und demnach
jedes � = (a; b) 2 C als

� = a + ib

mit a; b2 R geschrieben werden kann. Man bezeichnet a alsden Realteil von� undbalsden
Imaginärteil von � . Damit ist

(a; b) � (c; d) = (a + ib)(c + id)

= ac + iad + ibc+ i2bd| {z }
= � bd

= ac � bd + i (bc + ad)

= (ac � bd; ad + bc):

Ist � = a+ ibeinekomplexeZahl, dann nennt man � � = a� ibdiekomplex konjugierteZahl.
Mit j� j := � � � � = a2 + b2 de� niert man den reellen Betrag einer komplexen Zahl.

Im Körper der komplexen Zahlen ist die Gleichung x2 = � 2 au� ösbar, denn es ist x =
�

p
� 2 = �

p
� 1

p
2 = � i

p
2. Mit x = i

p
2 ist auch die komplex konjugierte Zahl x =

� i
p

2 eineLösung.

53Die komplexeMultiplikation ist so de� niert, daß sie für eine reelle Zahl (a; 0) der skalaren Multiplikation
im reellen Vektorraum R2 entspricht, d.h. a(c; d) = (ac; ad).
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Vektorr äume

Zuletzt sei noch der grundlegendsteBegriff der linearen Algebrade� niert, für welchen in den
weiteren Abschnitten zahlreicheBeispiele folgen werden:

Ein reeller Vektorraum (V; + ; �) besteht aus einer Menge V und einer Abbildung(Vektor-
addition)

+ : V � V ! V; (x; y) 7! x + y;

sowie einer weiteren Abbildung(skalareMultiplikation)

� : R � V ! V; (� ; x) 7! � x;

wobei (V; + ) eine abelscheGruppebildet und� den folgenden Bedingungen genügt:

� � (� x) = (� � )x für alle � � 2 R; x 2 V

� 1x = x für allex 2 V

� � (x + y) = � x + � y für alle � 2 R; x; y 2 V

� (� + � )x = � x + � x für alle � � 2 R; x 2 V

Ein komplexer Vektorraum (V; + ; �) unterscheidet sich voneinem reellen Vektorraum ledig-
li ch in der skalaren Multiplikation

� : C � V ! V; (� ; x) 7! � x

dahingehend, daß diese im ersten Argument Werte aus C annimmt, ansonsten jedoch den
gleichen Bedingungen wie im reellen Fall genügt. Oftmals bezeichnet man einen Vektor-
raum (V; + ; �) einfach mit V , wenn ausdem Kontext hervorgeht, wiedieVektoraddition und
dieskalareMultiplikation de� niert sind, welche zusammen mit V den jeweili gen Vektorraum
konstituieren. Anstelle einesreellen Vektorraumes spricht man vielfach auch voneinem Vek-
torraum über R, anstelle eines komplexen Vektorraumes von einem Vektorraum über C, und
im Falle eines beliebigen Körpers (K; + ; �) spricht man voneinem Vektorraum über K. Man
bezeichnet die Elemente aus K gelegentlich als Skalare. Für V = R � R schreibt man in
diesem Zusammenhang R2 = R � R undallgemein Rn = R � R � ::: � R| {z }

n mal

. Entsprechend

ist Cn de� niert. Man beachte, daß (Cn ; + ; �) mit einer skalaren Multiplikation

� : R � Cn ! Cn ; (� ; x) 7! � x

einen reellen Vektorraum darstellt , da die Skalare reelle Zahlen sind. Insbesondere kann C
selbst mit einer solchen skalaren Multiplikationals reeller Vektorraum aufgefaßt werden.
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A Anhangzur linearen Algebra

Abbildung 43: Veranschaulichung der isomorphen reellen VektorräumeR2 undC in der Ebe-
ne. DieElemente

a =
�

4
4

�
undb =

�
3
0

�

ausR2 undC werden alsPfeiledargestellt . DieVektoradditionzweier Elemente

a + b =
�

7
4

�

kann durch Anhängen deseinen Vektorpfeilesan dieSpitzedesanderen Vektorpfeilskonstru-
iert, dieskalareMultiplikation

1; 5 � a =
�

6
6

�

als Streckung des Vektorpfeils von a dargestellt werden (links). In C steht die x1- Achse für
den Realteil und die x2- Achse für den Imaginärteil . Die Multiplikation mit einer rein reel-
len Zahl im Körper (C; + ; �) entspricht der skalaren Multiplikation im Vektorraum (C; + ; �)
(links), die Multiplikation mit einer imaginären Zahl im Körper (C; + ; �) entspricht keiner
Vektorraumverknüpfung, sondern einer Drehung(rechts).
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Lineare Abbildungen und Skalarprodukte

Im folgenden werden einigegrundlegendeSachverhalte im Zusammenhangmit li nearen Ab-
bildungen, sowie die hier verwendeten Konventionen hinsichtli ch der Schreibweise darge-
stellt . Insbesonderesoll dieszunächst im Rn , dem Vektorraum der n-tupel mit Elementen aus
R, geschehen und anschließend auf Vektorräume von Funktionen übertragen werden. Die
Vektoren v 2 Rn werden im weiteren wie folgt alsSpaltenvektoren durch ihreKomponenten
v1; v2; :::; vn dargestellt:

v =

0

B
B
B
B
@

v1

v2

:
:

vn

1

C
C
C
C
A

(A.1)

Der transponierte Vektor vT stellt einen Zeilenvektor dar, umgekehrt ist unter dem trans-
ponierten Zeilenvektor (v1; v2; :::; vn )T wiederum ein Spaltenvektor zu verstehen. Zusammen
mit der Vektoraddition+ : Rn � Rn ! Rn und der skalaren Multiplikation� : R� Rn ! Rn

v + u =

0

B
B
B
B
@

v1 + u1

v2 + u2

:
:

vn + un

1

C
C
C
C
A

� � v =

0

B
B
B
B
@

� v1

� v2

:
:

� vn

1

C
C
C
C
A

ist der Rn ein Vektorraum. Es ist üblich, Skalare in diesem Kontext mit griechischen Buch-
staben � ; � ; ::: zu bezeichnen. Für einen Vektorraum über R sind � ; � ; ::: 2 R.

Wenn v und u beliebige Elemente eines Vektorraumes V sind, und W ein weiterer Vek-
torraum ist, so bezeichnet man eineAbbildungf : V ! W genau dann als linear, wenn sie
den beiden Gleichungen

f (v + u) = f (v) + f (u)

f (� v ) = � f (v )

genügt. Die ersteZeilebesagt, daßeine lineareAbbildungein Homomorphismusder Vektor-
additionist, sodaß diesebei einer linearen Abbildungerhalten bleibt, die zweiteZeilebesagt,
daß eine lineare Abbildungein Homomorphismusder skalaren Multiplikation ist. Es ist üb-
lich, beides in einer Bedingungzusammenzufassen und voneinem Homomorphismus der
Vektorräumezu sprechen:

f (� v + � u) = � f (v ) + � f (u) (A.2)

Mit H om(V; W) mögeim weiteren dieMenge aller linearen Abbildungen vonV nach W be-
zeichnet werden. Man nennt f (v) 2 W das Bild von v und die Menge f (V) � W das Bild
von f . Für w 2 W undA � W bezeichnet man die Menge f v j f (v ) = wg als Urbild von
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A Anhangzur linearen Algebra

w, die Menge f v j f (v ) 2 Ag als Urbild von A undf v j f (v ) 2 Wg als Urbild von f . Letz-
teres ist mit dem Vektorraum V identisch, und das Bild vonf stellt einen Untervektorraum
von W dar. Ein Untervektorraum U ist eine Teilmenge eines Vektorraums, welche bezüg-
lich der Vektoraddition und der skalaren Multiplikationabgeschlossen ist, d.h. aus v; u 2 U
folgt � v + � u 2 U für beliebige � ; � . Damit stellt ein Untervektorraum selbst wiederum
einen Vektorraum dar. Jeder nicht leere Untervektorraum eines Vektorraums V enthält mit
dem Vektor u auch den Vektor -u und demzufolge stets den Nullvektor 0. Dieser ist das
neutraleElement der Vektoraddition, d.h. derjenige Vektor, welcher für alle v 2 V dieGlei-
chungv + 0 = 0 + v = v erfüllt . Das Urbild des Nullvektors ist ein Untervektorraum von
V und wird mit Kern von f bezeichnet, denn ist f (v ) = 0 und f (w) = 0, dann ist auch
f (� v + � u) = 0, weil das Bild von f ein Untervektorraum undf linear ist. Man beachte,
daß Kern vonf ein Untervektorraum von V, das Bild vonf hingegen ein Untervektorraum
von W ist. Eine lineare Abbildungf 2 H om(V; W) ist genau dann injektiv, wenn der Kern
vonf nur ausdem Nullvektor besteht, dennist f nicht injektiv, d.h. ist f (v ) = f (w) für zwei
verschiedene Vektoren v 6= w aus V, so ist auch v � w 6= 0 Element aus dem Kern vonf ,
da f (v) � f (w) = f (v � w) ausder Linearität von f folgt. Umgekehrt folgt per De� nition,
daß f nicht injektiv ist, wenn f (0) neben dem Nullvektor noch ein weiteres Urbild hat.

Jede lineareAbbildung bildet den Nullvektor auf den Nullvektor des
Bildraumesab. Eine lineareAbbildungist genau dann injektiv, wenn ihr

Kern nur den Nullvektor beinhaltet.

Wieman selbst überprüfen möge, ist dieVerkettungf � g zweier linearer Abbildungen f und
g ihrerseits wieder eine lineare Abbildung, und die Umkehrabbildungf � 1 einer bijektiven
linearen Abbildungf ist ebenfalls bijektiv undlinear, d.h. mit f ist auch f � 1 ein Vektorrau-
misomorphismus.

Beispielsweise entspricht54 die ausder Schulmathematik bekannteMatrix-Vektor-Multiplikation
w = A v einesVektorsv 2 Rn mit einer reellen m � n-Matrix

54Als einstelli ge Verknüpfung (Operation) f A : v 7! A v aufgefaßt entspricht die Matrix-Vektor-
Multiplikation mit einer reellen m � n-Matrix A einer linearen Abbildung f A : Rn ! Rm . Wie weiter
unten erläutert kannman jeder linearen Abbildungf A : Rn ! Rm einereellem � n-Matrix A bijektiv zuord-
nen, sodaß f A : v 7! A v . Diese bijektive Zuordnungstellt i hrerseits eine lineare Abbildung undsomit einen
IsomorphismusvonVektorräumen dar.
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A = (ai j ) =

0

B
B
B
B
B
B
@

a11 a12 ::: a1n

a21 a22 ::: a2n

:
:
:

am1 am2 ::: amn

1

C
C
C
C
C
C
A

(ai j 2 R 8i = 1; ::; m 8j = 1; ::; n) einer linearen Abbildungf A : Rn ! Rm . Dabei werden
Vektoren v aus dem Rn auf Vektoren w des Rm so abgebildet, daß für die i-te Komponente
vonw gilt:

wi =
nX

j = 1

ai j vj (A.3)

Die folgende Skizzeill ustriert eine gängige Mnemotechnik. Entsprechend dieser dreht man
den Vektor v um 90 Grad gegen den Uhrzeigersinn undlegt ihn von oben nach unten auf
die einzelnen Zeilen der Matrix. Dabei multipliziert man übereinanderliegendeEinträgeund
summiert dieErgebnisse auf, um den jeweili gen Zeileneintrag für w zu erhalten:

Man kann die Spalten einer Matrix als Spaltenvektoren a1; :::; an auffassen, wie es in der
SchreibweiseA = (a1; :::; an ) zum Ausdruck kommt. Für dieEinheitsvektoren

e1 =

0

B
B
B
B
@

1
0
:
:
0

1

C
C
C
C
A

; e2 =

0

B
B
B
B
@

0
1
:
:
0

1

C
C
C
C
A

; :::; en =

0

B
B
B
B
@

0
0
:
:
1

1

C
C
C
C
A

gilt offensichtli ch A ei = ai mit i = 1; :::; n.
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A Anhangzur linearen Algebra

DieSpalten einer Matrix entsprechen den Bildern der Einheitsvektoren.

Da
nX

j = 1

ai j (� vj + � uj ) = �
nX

j = 1

ai j vj + �
nX

j = 1

ai j uj ;

ist die durch die Matrix-Vektor-Multiplikation gegebene Abbildungf A : v 7! A v linear.
Den Ausdruck (

P n
i = 1 � i ai ) 2 Rm bezeichnet man als eine Linearkombination der Vektoren

a1; :::; an 2 Rm mit den Koef� zienten � 1; :::; � n 2 R. DieMenge aller Linearkombinationen
der Vektoren a1; :::; an 2 Rm ist ein Untervektorraum vonRm undwird alsder vona1 ; :::; an

aufgespannte Vektorraum bezeichnet. Die lineare Abbildungf A : v 7! A v kann als eine
Linearkombination der Spaltenvektoren a1; :::; an 2 Rm mit den Komponenten v1; :::; vn als
Koef� zienten dargestellt werden:

f A (v) =
nX

i = 1

vi ai

DasBild vonf A ist der von denSpalten der Matrix A aufgespannteUntervektorraumvonRm .

Für einzeili geMatrizen (m = 1) ergibt sich ein Spezialfall der Matrix-Vektor-Multiplikation,
bei dem dieMatrix A als Zeilenvektor uT = (u1; u2; ::; un) aufgefaßt werden kann:

uT � v =
nX

i = 1

ui vi (A.4)

Die Transponierte A T einer Matrix A ist de� niert als (ai j )T = (aj i ). Dem entspricht, daß
der transponierte Vektor des Spaltenvektors u ein Zeilenvektor uT ist. Als einstelli ge Ver-
knüpfungf uT : Rn ! R mit f uT : v 7! uT v stellt (A.4) eine Linearform oder ein lineares
Funktional dar, wie man eine lineare Abbildung voneinem Vektorraum auf die Menge der
Skalarebezeichnet. Wennman (A.4) hingegenalszweistelli geVerknüpfung� : Rn � Rn ! R
versteht, so stellt dieseAbbildungeineBili nearform, nämlich dasStandard-Skalarprodukt im
Rn dar. Die BezeichnungStandard-Skalarprodukt deutet darauf hin, daß es im Rn durchaus
noch weitereSkalarproduktegibt. In Vektorräumen vonFunktionen ist diedurch (A.4) gege-
beneBerechnungsvorschrift einesSkalarproduktsderart nicht anwendbar, jedoch können die
wesentlichen Merkmale beim Übergang zu kontinuierli chen Indexmengen, wie weiter unten
erläutert, übertragen werden.

Die allgemeine De� nition eines Skalarprodukts h�; �i : V � V ! R in einem Vektorraum
V über R lautet:

� h�; �i : V � V ! R ist linear in beiden Argumenten (bili near), d.h. für v ; w; u 2 V
und� ; � 2 R ist

h� v + � w; ui = � hv; ui + � hw; ui (A.5)
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und55

hu; � v + � wi = � hu; v i + � hu; wi (A.6)

� h�; �i : V � V ! R ist symmetrisch, d.h. für v ; w 2 V ist

hv; wi = hw; v i (A.7)

� h�; �i : V � V ! R ist positiv de�n it, d.h. für v 6= 0 ist

hv; v i > 0 (A.8)

Einen Vektorraum V über R zusammen mit einem Skalarprodukt h�; �i : V � V ! R bezeich-
net man als euklidischen Vektorraum (V; h�; �i ). Das Standard-Skalarprodukt im Rn wird in
der wissenschaftli chen Literatur für gewöhnlich durch einen einfachen Punkt symbolisiert.
Dort unterscheidet die Schreibweise auch nur selten zwischen Zeilen- undSpaltenvektoren,
sodaß uT � v kurz als u � v dargestellt wird. Zwei Vektoren v; w 2 V, deren Skalarprodukt
die Null ergibt, hv ; wi = 0, werden als zueinander orthogonaleVektoren bezeichnet. Durch
jv j :=

p
hv; v i wird die euklidische Norm von v de� niert. Unter einer Norm auf einem

Vektorraum V versteht man im allgemeinen eine Abbildungk�k : V ! R mit folgenden
Eigenschaften:

� k vk � 0 undkvk = 0 , v = 0 für allev 2 V (positiveDe� nitheit)

� k � vk = j� j kvk für allev 2 V; � 2 R (Homogenität)

� k v + wk � kvk + kwk für allev ; w; 2 V (Dreiecksungleichung)

Man bezeichnet (V; k�k) als normierten Vektorraum. Für Vektoren v 2 Rn kann die euklidi-
sche Norm als Länge oder Betrag des Vektors v aufgefaßt werden. Der Vektor v

jv j (v 6= 0)

wird als normiert bezeichnet, seine Norm beträgt eins. Mit cos � (v ; w) := v T �w
jv jjw j wird für

0 � � (v ; w) � � im Rn ein Winkel � (v ; w) zwischen v 6= 0 und w 6= 0 de� niert. Da-
mit läßt sich das Standard-Skalarprodukt im Rn durch den Winkel � (v ; w) als vT � w =
jv j�jw j�cos � (v ; w) darstellen. Für einenWinkel � (v ; w) = 0 ist dasStandard-Skalarprodukt
demzufolgedas Produkt der Beträge, undim Falle eines 90Grad Winkels ist es null . Die für
v ; w; 2 V; v 6= 0 durch

Pv : w 7!
�

w;
v
jv j

�
v

jv j
(A.9)

de� niertelineareSelbstabbildungauf V wird alsdieOrthogonalprojektiondesVektorsw auf
den vonv 6= 0 aufgespanntenVektorraum oder kurz alsdieOrthogonalprojektion desVektors
w auf v bezeichnet (Abbildung 44). Im Rn gilt wT � v

jv j = jwj � cos � (v ; w). Demzufolge
ist cos � (v ; w) für 0 � � (v ; w) � � =2 der Betrag der Orthogonalprojektion des normierten
Vektors w

jw j (w 6= 0) auf den von v aufgespannten Vektorraum und kann als solcher für
beliebigeVektorräumeverallgemeinert werden.
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Abbildung 44: DieOrthogonalprojektion
D

w; v
jv j

E
v

jv j desVektors w auf v kann alsder “ An-
teil desVektors w in v-Richtung” aufgefaßt werden.

Auf einem normierten Vektorraum (V; k�k) wird durch

d(v ; w) := kv � wk (A.10)

eine Metrik induziert. Eine Abbildungd : V � V ! R bezeichnet man als Metrik auf dem
Vektorraum V, wenn sie folgendeEigenschaften hat:

� d(v ; w) � 0 undd(v; w) = 0 , v = w für allev ; w; 2 V (positiveDe� nitheit)

� d(v ; w) = d(w; v) für allev ; w; 2 V (Symmetrie)

� d(u; w) � d(u; v) + d(v ; w) für alleu; v ; w; 2 V (Dreiecksungleichung)

Im Rn mit der euklidischen Norm jv j =
p

vT � v entspricht die durch (A.10) gegebene Me-

trik der euklidischen Metrik d(v ; w) = jv � wj =
q P n

i = 1 (vi � wi )
2, welche als Abstand

oder Distanzzwischen zwei Vektoren des Rn interpretiert werden kann.

Durch den Betrag der Orthogonalprojektion des normierten Vektors w
jw j (w 6= 0) auf v 6= 0

sim(v ; w)h�;�i :=

�
�
�
�

�
w
jw j

;
v
jv j

� �
�
�
�

wird eine Ähnlichkeitsfunktionen simh�;�i : Vnf 0g � Vnf 0g ! [0; 1] für zwei vom Nullvektor ver-
schiedeneElemente eineseuklidischen Vektorraums(V; h�; �i ) de� niert. Unter einer Ähnlichkeitsfunk-
tion auf einer Menge M versteht man eine reellwertige Abbildung sim : M � M ! [0; 1] mit
folgenden Eigenschaften:

55Die Linearität im zweiten Argument ergibt sich aus der Linearität im ersten Argument zusammen mit der
Symmetrieundmußim Grundenicht de� niert werden.
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� sim(x; x) = 1 für alle x 2 M (Re� exivität)

� sim(x; y) = sim(y; x) für alle x; y 2 M (Symmetrie)

Ähnlichkeit ist stets in Hinblick auf bestimmte Eigenschaften zu verstehen. Bei der für w 6= 0 und
v 6= 0 im Rn de� nierten längeninvarianten Ähnlichkeitsfunktion sim� (v ; w) := jcos � (v ; w)j ha-
ben je zwei bis auf das Vorzeichen gleichgerichtete Vektoren die maximale Ähnlichkeit, unabhängig
davon, wiesehr sie sich in ihrer Länge unterscheiden.

Lineare Abbildungen können auch Operatoren auf reellen Funktionen sein. Mit der jeweils
punktweisede� nierten Vektoraddition

(f + g)(x) := f (x) + g(x) (A.11)

undskalaren Multiplikation
(� f )(x) := � f (x) (A.12)

wird dieMenge aller Abbildungf : V ! W zueinemVektorraumAbb(V; W) mit H om(V; W)
als Untervektorraum. Dementsprechend bildet die Menge aller reellen Funktionen den Vek-
torraum Abb(R; R) mit zahlreichen Untervektorräumen. Interpretiert man, der Isomorphie
von Abb(Nn ; R) und Rn entsprechend, die Komponenten eines Vektors v 2 Rn als Bilder
der Abbildungv : Nn ! R; i 7! vi := v(i ) mit der Indexmenge Nn = f 1; 2; :::; ng, so
ergibt sich f 2 Abb(R; R) als Abbildungf : x 7! f (x) anschaulich aus dem Übergang zu
einer kontinuierli chen Indexmenge. Einen Untervektorraum von Abb(R; R) stellt C(R) dar,
die Menge aller stetigen Funktionen von R nach R, welcher wiederum C1(R), die Menge
aller stetig differenzierbaren Funktionen vonR nach R, als Untervektorraum hat. Verallge-
meinernd bezeichnet Cn (R) den Vektorraum der n-mal stetig differenzierbaren Funktionen
undC1 (R) den Vektorraum der beliebig oft stetig differenzierbaren Funktionen vonR nach
R. Abbildungen auf solchen Vektorräumen sindGegenstand der Funktionalanalysisundwer-
den dort üblicherweise als Operatoren56 bezeichnet. Ist die AbbildungeineLinearform (d.h.
der Bildraum ist der Skalarenkörper), so spricht man speziell von einem Funktional.

Ein Beispiel für eine lineare Abbildung in C1 (R) ist durch den Differentialoperator d
dt :

C1 (R) ! C1 (R) gegeben, danach den Ableitungsregeln

d
dt

(� f (t) + � g(t)) = �
d
dt

f (t) + �
d
dt

g(t)

gilt . Man spricht gelegentlich von einem linearen Operator oder setzt, wie in der linearen
Funktionalanalysisüblich [We05], dieLinearität als implizitesMerkmal desOperatorbegriffs
voraus, was im weiteren gelten möge. Mit der allgemeinen De� nition des Skalarprodukts
kannein solchesdurch

hf ; gi =
Z b

a
f (t)g(t) dt (A.13)

56Eine (stetige) lineareAbbildungzwischen normierten Vektorräumen heißt in der Funktionalanalysis(steti-
ger) Operator.
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auf dem Vektorraum der im Intervall [a; b] � R stetigen Funktionen C[a; b] � C(R) de� -
niert werden. Für auf [a; b] stetige Funktionen f undg ist das Integral (A.13) im Riemann-
schen Sinne, wie es in der Schulmathematik eingeführt wird, stets de� niert, denn der Rie-
mannschen Integrierbarkeit genügt bereits jede stückweise stetige, d.h. bis auf endlich viele
Unstetigkeitsstellen stetige Funktion. Das durch (A.13) de� nierte Skalarprodukt entspricht
dem Standard-Skalarprodukt im Rn beim Übergang zu einer kontinuierli chen Indexmen-
ge. Damit ist (C[a; b]; h�; �i ) ein euklidischer Vektorraum. Die Abbildung f 7! k f k2 mit
kf k2 =

p
hf ; f i de� niert eine Norm auf C[a; b], sodaß mit (C[a; b]; k�k2) auch ein normier-

ter Vektorraum vorliegt.

Anders als in der linearen Algebra sind in der Funktionalanalysis normierte Vektorräume relativ
bedeutungslos, solange diese nicht auch vollständig sind. Ein normierter Vektorraum (V; k�k2) ist
vollständig, wenn jede Cauchy-Folge bezüglich der durch die Norm induzierten Metrik d(v ; w) =
kv � wk für v ; w 2 V in V konvergiert. Für (C[a; b]; k�k2) verlangt die Vollständigkeit, daß jede
Folge (f n )n2 N von im Intervall [a; b] stetigen Funktionen f n , welche für alle t 2 [a; b] der Cauchy-
Eigenschaft

8" > 0 : 9N 2 N : kf n (t) � f m (t)k2 < " 8n; m � N

genügt, eine im Intervall [a; b] stetige Funktion f 2 C[a; b] als Grenzwert besitzt. Eine Folge von
Funktionen (f n )n2 N aus (C[a; b]; k�k2) konvergiert (punktweise) auf [a; b] gegen die Grenzfunktion
f , kurz l imn!1 f n = f , wenn für alle t 2 [a; b] folgendes gilt:

8" > 0 : 9N (" ; t) 2 N : kf n(t) � f (t)k2 < " 8n � N

Man bezeichnet einen vollständigen normierten Vektorraum als Banchraum. Die punktweise Konver-
genz bedeutet, daß der zu " > 0 gewählte Index N im allgemeinen nicht nur von " sondern auch von
der Stelle t 2 [a; b] abhängt. Dies darf nicht mit der gleichmäßigen Konvergenz verwechselt werden,
bei welcher der zu " > 0 gewählte Index N von der Stelle t 2 [a; b] unabhängig ist. Eine Folge von
Funktionen (f n )n2 N aus (C[a; b]; k�k2) konvergiert gleichmäßig auf [a; b] gegen dieGrenzfunktion f ,
wenn folgendes gilt:

8" > 0 : 9N (" ; t) 2 N : kf n(t) � f (t)k2 < " 8n � N und8t 2 [a; b]

Eine entscheidende Auswirkung gleichmäßiger Konvergenz äußert sich in der Stetigkeit der Grenz-
funktion einer Folge (f n)n2 N stetiger Funktionen. Konvergiert (f n )n2 N mit stetigen Folgegliedern
f n 2 C[a; b] gleichmäßig gegen die Grenzfunktion f , so ist auch f stetig, d.h. f 2 C[a; b]. Die Ste-
tigkeit der Grenzfunktion ist im allgemeinen, d.h. bei punktweise konvergierenden Funktionenfolgen,
nicht garantiert. Dies zeigt das Beispiel der Folge stetiger Funktionen f n 2 C[0; 2] mit f n(t) = tn im
Intervall [0; 1] undf n(t) = 1 im Intervall [1; 2]. Hierbei ist

f (t) = l imn!1 f n(t) =
�

1 f all s 1 � t � 2
0 f all s 0 � t < 1;

d.h. (f n )n2 N konvergiert punktweisegegen eine an der Stellet = 1 unstetigeGrenzfunktion. Dennoch
ist (f n )n2 N eine Cauchy-Folge in (C[a; b]; k�k2), da für n > m

kf n (t) � f m (t)k2 =

s Z 1

0
(tm � tn )2dt =

r
1

2m + 1
�

2
m + n + 1

+
1

2n + 1
�

r
2

2m + 1
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ist, wähle N (") > 1
" 2 � 1

2 . Dies bedeutet, daß (C[a; b]; k�k2) nicht vollständig undsomit auch kein
Banchraum ist. Der Versuch auf den im Intervall [a; b] stückweise stetigen, d.h. im Riemannschen
Sinne integrierbaren Funktionen mit der k�k2-Norm einen Banachraum zu konstruieren scheitert.
Aus diesem Grunde betrachtet man anstelle von (C[a; b]; k�k2) in der Funktionalanalysis den Ba-
nachraum (L 2[a; b]; k�k2) der im Lebegueschen Sinne im Intervall [a; b] integrierbaren Funktionen
f : [a; b] ! R mit

R
[a;b] jf (t)j2 dt < 1 , genauer derjenigen Äquivalenzklassen solcher Funktionen,

die fast überall übereinstimmen [We06]. Das Lebegueintegral ist ein allgemeinerer Integralbegriff , in
dessen Rahmen unter anderem auch alle im Riemannschen Sinne integrierbaren Funktionen integrier-
bar sind [Wal95].

Demgemäß sind in der Funktionalanalysis auch nur solche euklidischen Vektorräume (V; h�; �i ) von
Bedeutung, welche bezüglich der durch das Skalarprodukt induzierten Norm kvk2 =

p
hv; v i mit

v 2 V vollständig sind. Solch ein Vektorraum wird alsHibertraum bezeichnet. Nach den vorangegan-
genen Ausführungen ist (L 2[a; b]; h�; �i ) offensichtlich ein Hilbertraum. Von besonderer Bedeutungist
der Hilbertraum (L 2(R); h�; �i ) der im Lebegueschen Sinne absolut integrierbaren Funktionen auf R.
Für die anschließenden Betrachtungen genügt jedoch der Riemannsche Integralbegriff .

EineFunktion f : R ! R heißt absolut integrierbar, wennsie auf jedem endlichen Intervall
stückweisestetig ist und Z 1

� 1
jf (t)j dt < 1 ;

d.h. der Grenzwert l ima! � 1 l imb!1
Rb

a jf (t)j dt existiert. Für absolut integrierbareFunktio-
nen können die Integrationsgrenzen in (A.13) auf � 1 bis 1 erweitert werden. Zwei solche
Funktionen f (t) undg(t) sind dementsprechend genau dann orthogonal zueinander, wenn

Z 1

� 1
f (t)g(t) dt = 0;

undmit

kf k =

s Z 1

� 1
f (t)2 dt

wird für absolut integrierbare Funktionen eine Norm de� niert. Für zwei normierte Funktio-
nen f (t) undg(t) mit kf k = kgk = 1 kann, wie oben erläutert, mit Rückgriff auf das Ska-
larprodukt eine Ähnlichkeitsfunktion de� niert werden. Um dieÄhnlichkeit einer normierten
Funktion f (t0) undeiner um t verschobenen normierten Funktion g(t0+ t) in Abhängigkeit
von der Verschiebungt zu beschreiben (Abbildung 45), verwendet man dieKorrelationsfunk-
tion

r f ;g(t) =
Z 1

� 1
f (t0)g(t0+ t) dt0: (A.14)

Für nicht normierte, absolut integrierbare Funktionen ist die Korrelationsfunktion aufgrund
ihres Wertebereichs keine Ähnlichkeitsfunktionentsprechend der zuvor gegebenen De� niti -
on. Die Korrelationsfunktion an der Stelle t wird in diesem Falle oftmals als das Ergebnis
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einer Gewichtung oder Filterung der Funktion g(t0) mit dem an der Position t angelegten
Filter f (t0) veranschaulicht. An der Stelle t, an welcher g(t0) mit dem Filter am besten in
Deckungzu bringen ist, wird die Korrelationsfunktionmaximal. Die sogenannte Autokorre-
lationsfunktion

r f ;f (t) =
Z 1

� 1
f (t0)f (t0+ t) dt0

nimmt daher an der Stelle t = 0 stets ihren maximalen Wert an.
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Abbildung 45: Korrelationzweier Funktionen f (t) undg(t).

QuadratischeMatr izen, Determinanten und Invertierbarkeit

Ein weiteresBeispiel für einen Vektorraum ist M at(m � n; R), dieMengeder reellen m� n-
Matrizen mit der Vektoraddition A + B = C, wobei sich die Einträge von C zu ci j =
ai j + bi j aus der Summe der jeweili gen Einträge von A und B ergeben, und der skalaren
Multiplikation
 �A = C, bei welcher ci j = 
 ai j . Offensichtli ch ist M at(m� n; R) isomorph
zu Rm�n . DieMatrizenmultiplikationA � B = C bildet einem � n-Matrix A undeinen � l-
Matrix B auf einem � l-Matrix C ab, deren Einträgesich folgendermaßen errechnen:

ci j =
nX

k= 1

ai kbkj (A.15)

DieMatrizenmultiplikationist bili near und überdiesassoziativ, d.h. A � (B � C) = (A � B ) � C.
Durch sie kann ein Skalarprodukt de� niert werden, mit welchem M at(m � n; R) zu einem
euklidischen Vektorraum wird:

hA ; B i = spur (A T � B ) =
mX

i = 1

nX

j = 1

ai j bi j
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Diehierbei verwendeteSpur einer n� n-Matrix C ist alsdieSummeihrer Hauptdiagonalele-
mentede� niert: spur (C) = c11 + c22 + :::+ cnn . DieAbbildungspur : M at(m � n; R) ! R
ist selbst eineLinearform, dennspur (� A + � B ) = � �spur (A )+ � �spur (B ). Offensichtli ch
ist spur (A ) = spur (A T ) und darüberhinaus ist spur (A T B) = spur (B T A ) .

In der Bildverarbeitung werden Bilder als zweidimensionale diskrete Verteilung vonLichtintensität

durch Matrizen codiert. Mit der Matrizennorm kA k =
q P m

i = 1
P n

j = 1 jai j j2 für m � n-Bildmatrizen

und dem Betrag der Orthogonalprojektion der normierten m � n-Matrix A
jA j (A = (ai j ) 6= 0) auf eine

m � n-Matrix F = (f i j ) 6= 0 wird eine helli gkeits- und kontrastinvariante Ähnlichkeitsfunktionen

sim(A ; F)h�;�i :=

�
�
�
�

�
A

kA k
;

F
kFk

� �
�
�
� =

mX

i = 1

nX

j = 1

ai j f i j

für zwei Bildmatrizen A und F de� niert. Dabei bedeutet Ähnlichkeit, daß zwei Bildmatrizen bei
normiertem Kontrast in möglichst vielen ihrer Einträge gering differieren. Beim Template Matching
nutzt man eine entsprechende Korrelationsfunktion, um einen p� q-Bildausschnitt F (ein sogenanntes
Template) in einer größeren m � n-Bildmatrix A wiederzu� nden. In Analogie zu (A.14) de� niert man
dieKorrelationsfunktion rA ;F (k; l ) als (m � p+ 1) � (n � q+ 1)-Korrelationsmatrix R = (r k;l ) mit

rA ;F (k; l ) = r k;l =

P p
k0= 1

P q
l0= 1 ak+ k0;l+ l0f k0l0

q P m
k0= 1

P n
l0= 1

�
�ak0;l0

�
�2 �

q P p
k0= 1

P q
l0= 1 jf k0l0j2

:

Die Korrelationsfunktion an der Stelle (k; l ) kann, wie im eindimensionalen kontinuierlichen Fall
(A.14), auch hier als das Ergebnis einer Gewichtung oder Filterung der Bildmatrix A mit der an der
Position(k; l ) angelegten Filtermatrix F veranschaulicht werden, wobei (k; l ) diePosition in der Bild-
matrix angibt, an welcher die linkeobereEckeder Filtermatrix angelegt wird. An der Position, wo die
Filtermatrix mit der Bildmatrix am besten in Deckung zu bringen ist, wird die Korrelationsfunktion
maximal.

Die n � n-Matrizen, die durch gleiche Spalten- undZeilenanzahl charakterisiert sind, wer-
den als quadratische Matrizen bezeichnet. Solche bilden den Vektorraum der quadratischen
Matrizen M at(n � n; R), welcher bezüglich der Matrizenmultiplikation abgeschlossen ist,
d.h. dasErgebnisder Matrizenmultiplikationzweier Matrizen ausM at(n � n; R) liegt eben-
falls in M at(n � n; R). Für A ; B 2 M at(n � n; R) ist mit A � B auch B � A de� niert,
jedoch sind die Ergebnisse beider Matrizenmultiplikationen im allgemeinen nicht identisch.
DieMatrizenmultiplikationen ist demnach assoziativ aber nicht kommutativ. Einebesondere
quadratischeMatrix ist diesogenannteEinheitsmatrix

I =

0

B
B
B
B
B
B
@

1 0 ::: 0
0 1 ::: 0

:
:
:

0 0 ::: 1

1

C
C
C
C
C
C
A

; (I ) i j = � i j ;
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die in allen Feldern der Hauptdiagonalen, welche durch die Einträge aii , i = 1; :::; n, gebil -
det wird, eine Eins stehen hat undansonsten die Einträge Null besitzt. Dies wird durch das
Kronecker-Delta

� i j =
�

1 f all s i = j
0 sonst

dargestellt . DieEinheitsmatrix I ist dasneutraleElement der Matrizenmultiplikation quadra-
tischer Matrizen, d.h. für jede n � n-Matrix A ist A � I = A . Die zu einer n � n-Matrix A
inverse n � n-Matrix A � 1 ist diejenige Matrix, welche die GleichungA � A � 1 = I erfüllt .
Existiert eine solche Matrix A � 1, so bezeichnet man A als invertierbar oder regulär. Die
Mengeder invertierbaren n � n-Matrizen bildet eineGruppemit der Matrizenmultiplikation,
die sogenannte general li near Group Gl(n) � M at(n � n; R). Eine quadratische Matrix
A ist genau dann invertierbar, wenn det(A ) 6= 0. Die Determinante, det(A ), als Abbildung
einer quadratischen Matrix A auf einereelleZahl, det : M at(n � n; R) ! R, ist nämlich so
de� niert, daßsieunter anderem

� genau dann den Wert Null annimmt, wenn die Matrix A keine inverse Matrix A � 1

besitzt und

� dieEinheitsmatrix I auf dieEinsabbildet.

Sei noch der Vollständigkeit halber die dritte Forderung an die durch det(A ) beschriebene
Abbildung genannt, nämlich daß diese

� “ linear in jeder Zeile” (d.h. eineMultili nearform) ist.

Diesbedeutet:

det

0

B
B
B
B
B
B
@

a11 a12 ::: a1n

a21 a22 ::: a2n

:
� x1 + � y1 � x2 + � y2 : � xn + � yn

:
am 1 am 2 ::: am n

1

C
C
C
C
C
C
A

= � det

0

B
B
B
B
B
B
@

a11 a12 ::: a1n

a21 a22 ::: a2n

:
x1 x2 : xn

:
am 1 am 2 ::: am n

1

C
C
C
C
C
C
A

+ � det

0

B
B
B
B
B
B
@

a11 a12 ::: a1n

a21 a22 ::: a2n

:
y1 y2 : yn

:
am 1 am 2 ::: am n

1

C
C
C
C
C
C
A

Wie beispielsweise in [Jae03] erläutert, wird hiermit genau eine Abbildung de� niert. Es ist
eine geläu� ge Veranschaulichung, den Absolutbetrag der Determinante reeller Matrizen als
das Volumen des Parallelepipeds zu interpretieren, welches durch die Spaltenvektoren der
Matrix aufgespannt wird. Eine daran anknüpfende alternative De� nition der Determinante
� ndet man in [Koe97]. Esgelten dieDeterminantenregeln

det(A ) � det(B ) = det(A B) (A.16)
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und
det(A ) = det(A T ): (A.17)

Die Determinante berechnet sich für eine 2 � 2-Matrix A zu det(A ) = a11a22 � a12a21.
Allgemein kann dieDeterminante einer quadratischen Matrix A mit dem Laplace'schen Ent-
wicklungssatz nach der j-ten Spalte rekursiv entwickelt werden,

det(A ) =
nX

i = 1

(� 1) i + j ai j (A i j ); (A.18)

wobei A i j die (n � 1) � (n � 1)-Untermatrix von A bezeichnet, die durch Streichen der
i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht. Anstelle einer eingehenderen Betrachtung allgemeiner
Berechnungsvorschriften für dieDeterminantesei hier erwähnt, daßesalswenig reizvoll gilt ,
dieDeterminantegroßer quadratischer Matrizen vonHandauszurechnen. Stattdessen soll i m
weiteren auf ihre Bedeutungfür lineare Gleichungssysteme eingegangen werden. Ursprüng-
lich war eine Determinante als eine Eigenschaft eines linearen Gleichungssystems de� niert.
Die Determinante “determiniert” , ob ein lineares Gleichungssystem eine eindeutige Lösung
besitzt.

Das für b 6= 0 durch
A � x = b

beschriebene inhomogeneGleichungssystem in x

a11x1 + a12x2 + ::: + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + ::: + a2nxn = b2

::: = :::

an1x1 + an2x2 + ::: + ann xn = bn

hat genau dann eine eindeutige Lösung x = A � 1b, wenn A invertierbar ist, bzw. wenn
det(A ) 6= 0. Das durch

A � x = 0

beschriebenehomogeneGleichungssysteminx hat genau dann nur dietrivialeLösungx = 0,
wenn det(A ) 6= 0. Damit ein solches homogenes Gleichungssystem auch eine nicht-triviale
Lösung besitzt, ist für die Determinante der Koef� zientenmatrix A demnach det(A ) = 0
zu fordern. Die Menge der Lösungen von A � x = 0 ist der Kern von f A : x ! A x. Die
Lösungen bilden darum einen Vektorraum L = kern(A ), d.h. insbesondere, daß wenn x1

undx2 Lösungen sind, auch � x1 + � x2 eine Lösungfür beliebige � ; � 2 R ist. Man nennt
L den Lösungsraumdes homogenen Gleichungssystems57.

57Besteht der Kern vonf A : x ! A x ausschließlichausdem Nullvektor, so ist f A injektiv undentsprechend
ist A invertierbar.
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Eigenvektoren und Eigenwerte

Ein Eigenvektor einer quadratischen Matrix A ist ein vom Nullvektor verschiedener Vektor
v 6= 0, welcher dieEigenwertgleichung

A � v = � v (A.19)

für einenSkalar � erfüllt . Hierbei wird � der Eigenwert zumEigenvektor v genannt. In reellen
Vektorräumen ist � 2 R. Eigenvektoren werden bei der Matrix-Vektor-Multiplikation, wie
bei einer skalaren Multiplikation, lediglich auf ein Vielfaches von sich selbst abgebildet.
Im Falle der Diagonalmatrizen, das sind solche quadratische Matrizen, welche nur auf der
Hauptdiagonalen vonNull verschiedeneElementebesitzen,

A = diag(h1; h2; ::; hn ) =

0

B
B
B
B
B
B
@

h1 0 ::: 0
0 h2 ::: 0

:
:
:

0 0 ::: hn

1

C
C
C
C
C
C
A

; (A.20)

sind die Einheitsvektoren e1,..., en jeweils Eigenvektoren zu den Eigenwerten h1,h2,..., hn .
Die Eigenwerte einer Diagonalmatrix lassen sich somit direkt ablesen. Zur Bestimmung der
Eigenwerte einer beliebigen quadratischen Matrix A gibt es ein einfaches Verfahren. Zu-
nächst kann dieEigenwertgleichung(A.19) als A � v � � v = 0 geschrieben werden. Mit

� I =

0

B
B
B
B
B
B
@

� 0 ::: 0
0 � ::: 0

:
:
:

0 0 ::: �

1

C
C
C
C
C
C
A

und� v = � I � v gelangt man schließlich zu der folgenden Formulierung der Eigenwertglei-
chung:

(A � � I )v = 0 (A.21)

DieEigenvektorenzu einem Eigenwert � sind demnach dieLösungeneineshomogenen Glei-
chungssystems. Den Lösungsraum kern(A � � I ) nennt man den EigenraumE � zum Eigen-
wert � . Er ist als Lösungsraum eines homogenen Gleichungssystems ein Vektorraum, sodaß
für zwei verschiedene Eigenvektoren v1 undv2 zum Eigenwert � auch alle � v1 + � v2 mit
beliebigen � ; � 2 R Eigenvektoren zum Eigenwert � sind. Damit dashomogeneGleichungs-
system (A.21) überhaupt eine vom Nullvektor verschiedene Lösung hat, muß die Determi-
nante der Koef� zientenmatrix (A � � I ) Null ergeben. Die Eigenwerte müssen folglich die
Nullstellen des sogenannten charakteristischenPolynoms58 det(A � � I ) sein, d.h. siekönnen

58Daß det(A � � I ) für A 2 M at(n � n; R) stets ein Polynom n-ten Grades in � ist, kann mit dem La-
place'schen Entwicklungssatz (A.18) durch eineverhältnismäßig einfache Induktion gezeigt werden [Koe97].
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alsLösungen der charakteristischen Gleichung

det(A � � I ) = 0 (A.22)

ermittelt werden. Die Lösungen von (A.22) sind im allgemeinen jedoch komplexe Zahlen
� 2 C mit � = � + i ! . Hierbei bezeichnet i die imaginäreEinheit, für welche i2 = � 1 gilt .
� ist der Realteil Re(� ) und! der Imaginärteil 59 I m(� ). Für eine2 � 2-Matrix A lautet die
charakteristischeGleichung

(a11 � � )(a22 � � ) � a12a21 =

� 2 � (a11 + a22)� + (a11a22 � a12a21) =

� 2 � spur (A )
| {z }

�

� + det(A )
| {z }

�

= 0; (A.23)

und die Eigenwerte sind � 1;2 = � �
p

� 2 � 4�
2 . Bei den hier betrachteten reellen Matrizen treten

die Eigenwerte als reelle Zahlen oder komplex konjugierte Paare auf, sodaß mit dem Eigen-
wert � = � + i ! auch der komplex konjugierteWert � � = � � i ! ein Eigenwert von A ist.
Nach dem Fundamentalsatz der Algebrahat die charakteristischeGleichungin C mindestens
eine Lösung. Darum besitzt eine quadratische Matrix in einem komplexen Vektorraum stets
einen Eigenwert. In einem reellen Vektorraum hat die Matrix A nur dann Eigenwerte, wenn
die charakteristischeGleichung über reelle Lösungen verfügt.

Basisund Dimension

Eine n � n-Matrix A kann maximal n verschiedene Eigenwerte haben60. Hat sie genau n
paarweise verschiedene reelle Eigenwerte � 1; :::; � n mit den Eigenvektoren v1; ::; vn , wobei
v i 6= 0 Eigenvektor zum Eigenwert � i sei, so kann jeder Vektor x 2 Rn mit c1; ::; cn 2 R
eindeutig als Linearkombination dieser Eigenvektoren dargestellt werden:

x =
nX

i = 1

ci v i (A.24)

Mansagt, dieEigenvektorenv1; ::; vn bildeneineBasisfür den Rn , wie auch dieEinheitsvek-
toren e1,...,en eine Basis, die sogenannte kanonische Basis, für den Rn bilden, da sich jeder

59Man beachte, daßsowohl die Abbildung� 7! Re(� ) alsauch � 7! I m(� ) Linearformen desVektorraums
C über R (d.h. reellwertig!) sind. C oder allgemeiner Cn stellt mit reellen Skalaren, d.h. mit einer skalaren
Multiplikation � : R � C ! C einen reellen Vektorraum dar, obgleich die Vektoren komplexe Komponenten
haben.

60Da das charakteristische Polynom einer n � n-Matrix n-ten Grades ist, und ein solches maximal n ver-
schiedene Nullstellen haben kann, existieren für eine n � n-Matrix maximal n verschiedeneEigenwerte. In C
gibt esmindestenseinen Eigenwert und dieSummeder algebraischen Vielfachheiten der Eigenwertebeträgt n.
In R ist es jedoch möglich, daßzu einer quadratischen Matrix kein einziger Eigenwert existiert.
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Beispiel: Für die Matrix

A =
�

1 � 1
1 1

�

sind die Eigenwerte � 1;2 die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

det(A � � I ) = det
�

1 � � � 1
1 1� �

�
= (1 � � )(1 � � ) + 1 = � 2 � 2� + 2

Mit � 1;2 = 2�
p

4� 8
2 erhält man die konjugiert komplexen Eigenwerte � 1 = 1 + i und � 2 = 1 � i .

Einsetzen der Eigenwerte in
�

1 � � � 1
1 1� �

� �
v1

v2

�
=

�
0
0

�

ergibt für � 1 = 1 + i �
� i � 1
1 � i

� �
v1

v2

�
=

�
0
0

�

mit der Lösungv1 = iv2, sodaß v1 =
�

i
1

�
einen Eigenvektor zum Eigenwert � 1 = 1 + i darstellt .

Entsprechend erhält man für � 2 = 1 � i den konjugiert komplexen Eigenvektor v2 =
�

� i
1

�
.

Vektor x 2 Rn durch seineKomponenten x1; ::; xn 2 R eindeutig alsLinearkombination der
Einheitsvektoren darstellen läßt,

x =
nX

i = 1

x i ei ;

worin die Eindeutigkeit der Darstellung in (A.1) begründet ist. Die Anzahl der Basisvekto-
ren eines Vektorraumes de� niert dessen Dimension. Zwar kann man auch weitere Vektoren
in die Linearkombination (A.24) hinzunehmen, dann sind aber die ci nicht mehr eindeutig
bestimmbar61. DieEindeutigkeit der Koef� zienten ci in (A.24) ist genau dann gegeben, wenn
sie für den Nullvektor 0 gegeben ist, d.h. wenn die Gleichung

P n
i = 1 ci v i = 0 ausschließlich

durch c1 = c2 = :: = cn = 0 erfüllt wird. Dann bezeichnet man die Vektoren v1; ::; vn als
linear unabhängig.

Aus
P n

i = 1 c0
i v i = v und

P n
i = 1 c00

i v i = v folgt durch Substraktion

nX

i = 1

(c0
i � c00

i )
| {z }

ci

v i = 0:

Sind die Koef� zienten eindeutig bestimmt, d.h. c0
i = c00

i , so mußci = c0
i � c00

i = 0 für alle i = 1; ::; n
gelten. DielineareUnabhängigkeit der Eigenvektoren v i ausverschiedenen Eigenräumen E � i beweist

61Daß der Dimensionsbegriff wohlde� niert ist, wird üblicherweise mit dem Basisergänzungssatz bewiesen
[Jae03].
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man durch Induktion: Für einen Eigenvektor v i folgt aus ci v i = 0 unmittelbar ci = 0. Möge nunfür
0 < k < n gelten, daß aus

P k
i = 1 ci v i = 0 für die Koef� zienten c1 = c2 = :: = ck = 0 folgt. Aus

P k+ 1
i = 1 ai v i = 0 erhält man durch Multiplikation mit A wegen der Eigenwertgleichung

k+ 1X

i = 1

� i ai v i = 0

und durch Multiplikation mit � k+ 1
k+ 1X

i = 1

� k+ 1ai v i = 0:

Substraktion beider Gleichungen ergibt

kX

i = 1

(� i � � k+ 1)ai v i + (� k+ 1 � � k+ 1)
| {z }

= 0

ak+ 1vk + 1 =
kX

i = 1

(� i � � k+ 1)ai| {z }
ci

v i = 0;

woraus per Induktionsannahme

(� 1 � � k+ 1)a1| {z }
c1

= ::: = (� k � � k+ 1)ak| {z }
ck

= 0

folgt. Dadie Eigenwerte alle verschieden sind, d.h. � i 6= � k+ 1 für alle i � k, folgt daraus a1 = a2 =
:: = ak = 0 und damit auch ak+ 1 = 0, dadieGesamtsumme

P k+ 1
i = 1 ai v i = 0 den Nullvektor ergeben

soll .

EineBasiswird immer vonlinear unabhängigen Vektoren gebildet. DieVektoren v1; ::; vn 2
V sind genau dann eine Basis von V, wenn sie linear unabhängig sind, und jedes beliebige
x 2 V alsLinearkombination der v1; ::; vn dargestellt werden kann. DieDimension desVek-
torraums V beträgt in diesem Falle n. Man schreibt dafür kurz dim(V) = n. Für den Rn ist
offensichtli ch dim(Rn ) = n. Zusätzlich de� niert man dim(f 0g) = 0.

Die folgenden Aussagen sindäquivalent:

� dieVektoren v1; ::; vn sind linear unabhängig:
P n

i = 1 ci v i = 0 ) c = 0

� keiner der Vektoren v1; ::; vn kannalsLinearkombination der übrigen Vektoren darge-
stellt werden

� dieVektoren v1; ::; vn sindeineBasis des von ihnen aufgespannten Vektorraums

� dasdurch (v1; :::; vn )c = 0 beschriebenehomogeneGleichungssystem in c besitzt nur
die trivialeLösungc = (c1; c2; :::; cn )T = 0

� det(v1; :::; vn ) 6= 0 62

62Im R3 ist mit der Interpretation des Absolutbetragsder Determinante als das Volumen des von v1 ; v2 ; v3

aufgespanntenParallelepipets leicht nachzuvollziehen, daß diesesNull beträgt, sobald einer der Vektoren in der
von den beiden anderen Vektoren aufgespannten Ebene liegt.
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� dieMatrix (v1; :::; vn ) ist invertierbar.

SindV undW zwei reelleVektorräumeundv1; :::; vn eineBasisvonV, so gibt es zu jedem
n-tupel w1; :::; wn von Vektoren aus W genau eine lineare Abbildung f : V ! W mit
f (v i ) = w i für i = 1; :::; n. Da nämlich v1; :::; vn eine Basis von V ist, kann jeder Vektor
x 2 V durch x = c1v1 + ::: + cnvn eindeutig als Linearkombiation der Basisvektoren
dargestellt werden. Man de� niert nuneinfach f (x) = c1w1 + :::+ cnwn . Alle auf dieseWeise,
d.h. durch dieBilder der Basisvektoren, konstruierten Homomorphismen sindwohlde� niert,
dennwennzwei li neareAbbildungen f : V ! W undg : V ! W jeweilsdieBasisvektoren
v1; :::; vn vonV gleich abbilden, d.h. f (v i ) = g(v i ) für i = 1; :::; n, dann ist

f (x) = f (
nX

i = 1

ci v i )

(A :2)
z}|{
=

nX

i = 1

ci f (v i )

=
nX

i = 1

ci g(v i )

(A :2)
z}|{
= g(

X
ci v i )

= g(x);

danämlich jeder beliebigeVektor x 2 V eindeutig alsLinearkombination der Basisvektoren
dargestellt werden kann. Insbesonderegibt eszu jeder Abbildungf A : Rn ! Rm genau eine
m � n-Matrix A , deren Spalten die Bilder der Einheitsvektoren sind, sodaß f A : x 7! A x.
Man bezeichnet A als die Matrix von f A bezüglich der Basis der Einheitsvektoren. Jede
AbbildungM at(m � n; R) ! H om(Rn ; Rm ), welche dadurch de� niert ist, daß man einer
m� n-Matrix A dielineareAbbildungRn ! Rm ; x 7! A x zuordnet, ist ein Isomorphismus
der Vektorräume. Aus diesem Grundewird f A oftmalseinfach mit A identi� ziert.

Eine lineareAbbildungist durch dieBilder der Basisvektoren eindeutig
bestimmt.

Sind V und W zwei reelle Vektorräume und v1; :::; vn eine Basis von V, so ist die lineare
Abbildungf : V ! W genau dann bijektiv, wenn f (v1); :::; f (vn ) eine Basis von W ist.
Diesbedeutet, daßes bisauf Isomorphienur einen Vektorraum der Dimensionn gibt.

Angenommen f : V ! W sei bijektiv. Weil v1 ; :::; vn eine Basis von V ist, sodaß alle x 2 V
eindeutig durch x =

P n
i = 1 ci v i als Linearkombination der Basisvektoren v1 ; :::; vn dargestellt wer-

den können, ist f (x) = f (
P n

i = 1 ci v i ) =
P n

i = 1 ci f (v i ). Da f injektiv ist, muß ker n(f ) = 0 sein,
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d.h. f (0) =
P n

i = 1 ci f (v i ) = 0. Wegen der linearen Unabhängigkeit von v1 ; :::; vn kann der Null -
vektor nur durch c1 = c2 = :: = cn = 0 dargestellt werden, woraus die lineare Unabhängig-
keit von f (v1); :::; f (vn ) folgt. Bleibt noch zu zeigen, daß jeder Vektor w 2 W als Linearkom-
bination der f (v1); :::; f (vn ) dargestellt werden kann. Da f surjektiv ist, gibt es ein x 2 V mit
f (x) = f (

P n
i = 1 ci v i ) =

P n
i = 1 ci f (v i ) = w für alle w 2 W . Demnach ist f (v1); :::; f (vn ) eine

Basisvon W .

Sei nun umgekehrt vorausgesetzt, daß f (v1); :::; f (vn ) eine Basis von W ist. Jedes x 2 ker n(f )
kann eindeutig durch x =

P n
i = 1 ci v i als Linearkombination der Basisvektoren v1 ; :::; vn dargestellt

werden. Mit dieser Darstellung ist f (x) = f (
P n

i = 1 ci v i ) =
P n

i = 1 ci f (v i ) = 0, was wegen der
linearen Unabhängigkeit der f (v1); :::; f (vn ) nur durch c1 = c2 = :: = cn = 0 möglich ist, wor-
aus x = 0 folgt. Der Kern von f kann darum nur der Nullvektor sein, woraus die Injektivität von
f folgt. Bleibt die Surjektivität zu zeigen, daß nämlich jedes w 2 W ein Urbild in V hat. Weil
f (v1); :::; f (vn ) eine Basis von W ist, kann jedes w 2 W durch w =

P n
i = 1 ci f (v i ) als Linearkom-

bination der Basisvektoren f (v1); :::; f (vn ) mit eindeutig bestimmten c1; :::; cn dargestellt werden.
Für dieses w 2 W de� niere x =

P n
i = 1 ci v i . Es ist x 2 V und wegen der Linearität von f ist

f (x) = f (
P n

i = 1 ci v i ) =
P n

i = 1 ci f (v i ) = w, weshalb x ein Urbild vonw.

AlleVektorräumemit derselben Dimensionsind isomorph, d.h. zwischen
ihnen existiert stetseinebijektive lineareAbbildung, welchedie

Basisvektoren des einen Vektorraumsauf dieBasisvektoren des anderen
Vektorraumsabbildet.

Ist f : V ! W eine lineare Abbildung, so de� niert man den Rangvon f als die Dimension
des Bildes von f , kurz rang(f ) = dim(bi ld(f )) . Dieser gibt Auskunft über die Injektivität
von f . Ist V ein Vektorraum mit der Dimension n undf : V ! W eine lineare Abbildung,
dann kannman zeigen, daßn dieSumme ausdem Rang vonf und der Dimension desKerns
von f ist:

r ang(f ) + dim (kern(f )) = n (A.25)

Weil die lineare Abbildungf genau dann injektiv ist, wenn kern(f ) = f 0g, ist sie genau
dann injektiv, wenn rang(f ) = n. Hat W ebenfalls die Dimension n, dann ist f zudem
surjektiv und somit ein Isomorphismus. Endlichdimensionale Endomorphismen sind genau
dannsurjektiv, wennsie injektiv sind.
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Basistransformationen

Um einen Vektor

x =

0

B
B
B
B
@

x1

x2

:
:

xn

1

C
C
C
C
A

=
nX

i = 1

x i ei

des Rn bezüglich der Basis n linear unabhängiger Eigenvektoren v1; :::; vn einer Matrix A
wie in (A.24) darzustellen, ist das lineareGleichungssystem in c

(v1; :::; vn )
| {z }

T

�c = x (A.26)

zu lösen, wobei die Spalten der Koef� zientenmatrix T = (v1; :::; vn ) durch die Eigenvek-
toren von A gegeben sind. Demnach ist v i = T ei . Die Komponenten von c sind die Ko-
ef� zienten in (A.24). Die durch T beschriebene lineare Abbildung � (v 1 ::v n ) : Rn ! Rn

mit

� (v 1 ::v n ) : (x1; :::; xn )T 7!
nX

i = 1

x i v i (A.27)

bezeichnet man alskanonischen Basisisomorphismusvon der Basisder Einheitsvektoren auf
die Basis der Eigenvektoren. Die der Multiplikation mit T � 1 entsprechende Umkehrabbil -
dung� � 1

(v 1 ::v n ) nennt man den inversen Basisisomorphismus.Hierbei folgt dieInvertierbarkeit
vonT aus der linearen Unabhängigkeit der Eigenvektoren.

Ist v1; :::; vn eineBasisfür einen beliebigen n-dimensionalenVektorraum V, so kannstetsder
kanonischer Basisisomorphismus � (v 1 ::v n ) : Rn ! V konstruiert werden, welcher die Ein-
heitsvektoren e1; :::; en auf die Basisvektoren v1; :::; vn abbildet. Ferner existieren zu jeder
linearen Abbildungf voneinem Vektorraum V mit der Basisv1; :::; vn auf einen Vektorraum
W mit der Basis w1; :::; wm zwei kanonische Basisisomorphismen � (v 1 ::v n ) und� (w 1 ::w m ) ,
vermittelsderer H om(V; W) isomorphzu H om(Rn ; Rm ) ist. Dieder Abbildung

A = � � 1
(w 1 ::w m ) � f � � (v 1 ::v n ) (A.28)

entsprechende m � n-Matrix A nennt man die Matrix von f bezüglich der beiden Basen
v1; :::; vn undw1; :::; wm (Abbildung 46). Man beachte, daß die Verkettung vonAbbildun-
gen als f (x) � g(x) = f (g(x)) de� niert ist, und die verkettete Abbildung in (A.28) von
rechts nach links zu lesen ist. Die AbbildungH om(V; W) ! H om(Rn ; Rm ), f 7! A ist
offensichtli ch linear und bijektiv. Man bezeichnet A als die transformierte Abbildungvon
f und verwendet den Begriff der Transformation in diesem Kontext als Synonym für Iso-
morphismus. Die Umkehrabbildungf = � (w 1 ::w m ) � A � � � 1

(v 1 ::v n ) nennt man die inverse
Transformation. Es haben bi ld(f ) undbi ld(A ) die gleiche Dimension, d.h. f undA haben
den gleichen Rang. Die Isomorphie legt es nahe, den Rang einer Matrix als die maximale
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V
f

� !
W

� (v 1 ::v n ) " �= �= " � (w 1 ::w m )

Rn A
� !

Rm

Abbildung 46: Isomorphismus der Vektorräume H om(V; W ) und H om(Rn ; Rm ). Das Zeichen
�= bedeutet, daß � (v 1 ::v n ) und � (w 1 ::w m ) Isomorphismen sind (die kanonischen Basisisomorphis-
men) und eine inverse Abbildung besitzen. Darum gilt für die Pfeile rechts und links auch die Um-
kehrr ichtung, und es ist f = � (w 1 ::w m ) � A � � � 1

(v 1 ::v n ) . Die Matrix A , welche die Abbildung

A = � � 1
(w 1 ::w m ) � f � � (v 1 ::v n ) beschreibt, hängt von der Wahl der Basen v1 ; :::; vn und w1; :::; wm

ab. Stets ist jedoch Rang(f ) = Rang(A ): Ist n = m undsind� (v 1 ::v n ) und� (w 1 ::w m ) dieidentische
Abbildung, so ist f = A .

Anzahl li near unabhängiger Spalten zu de� nieren.

Zwischen der Mengeder EndomorphismenEnd(V) = H om(V; V) ineinem n-dimensionalen
Vektorraum V mit der Basis v1; :::; vn und den quadratischen Matrizen gibt es dementspre-
chend einen Isomorphismus M at(n � n; R) ! End(V), welcher durch zwei kanonische
Basisisomorphismus � (v 1 ::v n ) und � (w 1 ::w n ) vermittelt wird, die hierbei beide den Rang n
haben. Ein besonderer Fall li egt vor, wenn beideüberhaupt identisch sind:

A = � � 1
(v 1 ::v n ) � f � � (v 1 ::v n ) (A.29)

Dann nennt man A die Matrix von f bezüglich der Basis v1; :::; vn (Abbildung 47). Die in
(A.28) beschriebeneIsomorphieimpliziert, daßf undA den gleichen Rang haben. Auseiner
Isomorphieder Form (A.29) können darüber hinausAussagen über dieEigenwertegeschluß-
folgert werden.

V
f

� !
V

� (v 1 ::v n ) " �= �= " � (v 1 ::v n )

Rn A
� !

Rn

Abbildung 47: Spezieller Isomorphismus der Vektorräume End(V ) und End(Rn ). Es ist f =
� (v 1 ::v n ) � A � � � 1

(v 1 ::v n ) , weshalb A und f , wie weiter unten erläutert, die gleichen Eigenwerte
besitzen.

Zwei Matrizen A = � � 1
(v 1 ::v n ) � f � � (v 1 ::v n ) undB = � � 1

(w 1 ::w n ) � f � � (w 1 ::w n ) der Abbildung
f bezüglich unterschiedlicher Basen sind zwar verschieden, jedoch haben sie die gleichen
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Eigenwerte. DieMatrix C = � � 1
(v 1 ::v n ) � f � � (w 1 ::w n ) hat im allgemeinen andereEigenwerte,

jedoch den gleichen Rang wie A undB . Man bezeichnet A , B undC als äquivalente Ma-
trizen, A und B als ähnliche Matrizen. Zwei ähnliche Matrizen sind stets auch äquivalent,
jedoch müssen zwei äquivalente Matrizen keineswegs ähnlich sein. Die unterschiedlichen
Bezeichnungen mögen nicht darüber hinwegtäuschen, daß es sich in beiden Fällen um eine
Äquivalenzrelation handelt, wobei die Äquivalenz eine Klassi� zierung beliebiger Matrizen
und dieÄhnlichkeit eineKlassi� zierung der quadratischen Matrizen induziert. Für dieÄqui-
valenzklassen der letzteren stellen dieDiagonalmatrizen dieRepräsentanten oder Normalfor-
men dar63. Alle zu einer Diagonalmatrix diag(� 1; ::; � n ) ähnlicheMatrizen haben dieEigen-
werte � 1; ::; � n , wenn auch zu unterschiedlichen Eigenvektoren. Für paarweise verschiedene
Eigenwerte � 1; ::; � n der Eigenvektoren v1; :::; vn einer n � n-Matrix A de� niert man die
Transformationsmatrix T = (v1; :::; vn ), wie in (A.26). Dann ist

A = T � diag(� 1; :::; � n ) � T � 1: (A.30)

DieIdentität beider Abbildungen kann durch dieMatrix-Vektor-Multiplikationmit einem Ei-
genvektor v i zum Eigenwert � i auf beiden Seiten der Matrizengleichung veri� zieren werden:

T � diag(� 1; :::; � n) � T � 1 � v i

= T � diag(� 1; :::; � n) � ei

= T � � i � ei

= � i � T � ei

= � i � v i

(A :19)
z}|{
= A � v i

Weil die Bilder der Basisvektoren v1; :::; vn auf beiden Seiten der Matrizengleichungiden-
tisch sind, und durch diese eineAbbildungeindeutig bestimmt ist, sindauch dieAbbildungen
selbst auf beiden Seiten der Gleichungidentisch. Während A die Eigenvektoren v1; :::; vn

hat, sind die Eigenvektoren von diag(� 1; :::; � n ) hingegen die Einheitsvektoren. Die durch
die Matrix T vermittelte Transformation (A.30) bildet alle Vektoren einschließlich der Ei-
genvektoren auf die Darstellung durch die Basis des Bildraums ab undläßt die Eigenwerte
dabei unverändert. Man sagt, die Eigenwerte sind invariant gegenüber der Transformation
(A.30). ÄhnlicheMatrizen haben dieselben Eigenwerte, dasselbe charakteristischePolynom,
und man kann zeigen, daß sowohl die Determinaten, als auch die Spuren zweier ähnlicher
Matrizen gleich sind. Der Satz über die Jordansche Normalform [Koe97] besagt, daß jede
quadratische Matrix ähnlich zu einer sogenannten Normalform mit den Eigenwerten auf der
Hauptdiagonalen undNulleinträgen unterhalb der Hauptdiagonalen ist (Anhang C), woraus
sich für einen � n-Matrix A mit n paarweiseverschiedenen Eigenwerten unmittelbar ablei-
ten läßt, daß sich deren Determinante aus dem Produkt und deren Spur aus der Summe ihrer
Eigenwerte ergibt64.

63Nicht alle Äquivalenzklassen ähnlicher Matrizen beinhalten eine Diagonalmatrix, sodaß die Diagonalma-
trix nur ein Spezialfall der allgemeineren Jordanschen Normalform darstellt (AnhangC).

64Bei der Entwicklung der Determinantenach der ersten Spaltesind bei einer Matrix in Jordanscher Normal-
form jeweilsnur die ersten Faktor der Hauptdiagonalen ungleich null , da in (A.18) ai 1 = 0 für alle i 6= 1.
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Rn A
� !

Rn

T " �= �= " T

Rn diag(� 1; ::; � n)
� !

Rn

Abbildung 48: Eine Matrix A , die zu einer Diagonalmatrix diag(� 1; ::; � n ) ähnlich ist, hat die
Eigenwerte � 1; ::; � n . DieDiagnonalmatrix stellt dieNormalformaller zu ihr ähnlichen Matrizen dar.
T ist die in (A.26) de�n ierte Matrix mit den Spalten der Eigenvektoren von A . Offensichtlich sind die
Eigenvektoren zweier ähnlicher Matrizen im allgemeinen nicht identisch, denn die Eigenvektoren von
diag(� 1; ::; � n ) sind die Einheitsvektoren.

Die De� nition der Eigenvektoren einer quadratischen Matrix läßt sich auf beliebige Endo-
morphismen ausdehnen: Unter einem Eigenvektor einer linearen Abbildungf : V ! V zum
Eigenwert � 2 K versteht man einen vom Nullvektor verschiedenen Vektor v 2 V mit der
Eigenschaft

f (v ) = � v :

Hierbei kann K = C oder K = R sein, jenachdem ob es sich bei V um einen reellen oder
einen komplexen Vektorraum handelt. Durch kern(f � � � id) wird der Eigenraum E � zum
Eigenwert � de� niert. Analogzu denEigenwerten vonMatrizen, ist � 2 K genau danneinEi-
genwert vonf , wennkern(f � � �id) überhaupt weitereVektoren neben dem Nullvektor bein-
haltet, d.h. wenn(f � � � id) nicht injektiv undsomit auch nicht bijektiv ist. Existiert zwischen
f : V ! V undg : W ! W ein Basisisomorphismus� : W ! V, sodaßg = � � 1 � f � �
die transformierteAbbildung vonf auf W ist, dann haben f undg diegleichen Eigenwerte,
und � bildet jeden Eigenraum von g zum Eigenwert � i isomorph auf den Eigenraum von
f zum jeweils gleichen Eigenwert � i ab. Es folgt nämlich mit f (� (w i )) = � (g(w i )) aus
der Eigenwertgleichungg(w i ) = � i w i für g, daß f (� (w i )) = � i � (w i ). Somit muß� (w i )
Eigenvektor von f zum gleichen Eigenwert � i sein. Aus diesem Grunde haben A und f in
(47) und(Abbildung 47) dieselben Eigenwerte.

Zwei Endomorphismen f : V ! V undg : W ! W haben dieselben
Eigenwerte, wenn ein Basisisomorphismus� : W ! V existiert, sodaß
g = � � 1 � f � � . Insbesonderehat einen � n-Matrix A dieEigenwerte

� 1; ::; � n , wenn eineTransformationsmatrix T existiert, sodaß
A = T � diag(� 1; ::; � n ) � T � 1, d.h . A zur Diagonalmatrix

diag(� 1; ::; � n) ähnlich ist. Der Umkehrschluß gilt j edoch nur, wenn die
Eigenwerte � 1; ::; � n paarweise verschieden sind.

WiedieMengeder invertierbaren n � n-Matrizen mit der Matrizenmultiplikation diegeneral
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linear Group Gl(n) � M at(n � n; R) bildet, stellt analog dazu Aut(V) � End(V), die
Menge der bijektiven linearen Selbstabbildungen, eine Gruppe (Aut(V); � ) zusammen mit
der Verkettung vonAbbildungen dar. Der Einheitsmatrix als neutralem Element der Matri-
zenmultiplikationentspricht die identischeAbbildungid : v ! v alsneutralem Element der
Verkettung vonAbbildungen. Jede AbbildungGl(n) ! Aut(V), welche dadurch de� niert
ist, daß man einer Matrix A 2 Gl(n) die lineare Abbildungf : V ! V gemäß (A.29)
zuordnet, ist ein Isomorphismusder Gruppen (Gl(n); �) und(Aut(V); � ).

Symmetr ischeMatr izen

Unter den quadratischen Matrizen bezeichnet man die durch (ai j ) = (aj i ) oder A = A T

ausgezeichneten Matrizen als symmetrisch. Symmetrische Matrizen haben zum einen stets
reelleEigenwerte � i mit � i = � �

i .

Wie man anhand von(A.15) nachvollziehen möge, gilt für die Transposition bei der Matritzenmulti -
plikation

(A � B )T = B T � A T : (A.31)

Daraus folgt (A � x)T y = xT (A T � y ), undfür symmetrische Matrizen A = A T ist

(A � x)T y = xT (A � y ):

Weiter unten wird gezeigt, daß dieseEigenschaft symmetrischer Matrizen für beliebigeSkalarproduk-
tegilt , d.h. aus A = A T folgt

hA x; y i = hx; A y i (A.32)

und die entsprechende lineare Abbildungf A : Rn ! Rn mit

hf A (x); y i = hx; f A (y )i

wird als selbstadjungiert bezeichnet.

Sei nun v = Re(v) + i I m(v) ein Eigenvektor zum Eigenwert � = � + i ! einer symmetrischen
Matrix A , welcher alsKonsequenz desFundamentalsatzes der Algebra in C stetsexistiert. DieEigen-
wertgleichungA v = � v läßt sich mit den Realteilen undImaginärteilen als

A (Re(v) + i I m(v)) = (� + i ! )(Re(v) + i I m(v))

formulieren. Nach Realteil undImaginärteil sortiert erhält man

A Re(v) = (� Re(v) � ! I m(v))

A I m(v) = (� I m(v) + ! Re(v))
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mit Re(v); I m(v) 2 Rn . Für diese beiden reellen Vektoren folgt mit der Symmetrie von A nach
(A.32), daß

hA Re(v); I m(v)i = hRe(v); A I m(v)i
, h� Re(v) � ! I m(v); I m(v)i = hRe(v); � I m(v) + ! Re(v)i
, � hRe(v); I m(v)i � ! hI m(v); I m(v)i = � hRe(v); I m(v)i + ! hRe(v); Re(v)i

, !

0

B
@hRe(v); Re(v)i

| {z }
> 0

+ hI m(v); I m(v)i
| {z }

� 0

1

C
A = 0

Die vorletzte Zeile ist eine Konsequenz aus der Bili nearität des Skalarprodukts. Weil das Skalarpro-
dukt positiv de� nit ist und der Nullvektor per De� nition kein Eigenvektor sein kann, d.h. hRe(v); Re(v)i >
0, erzwingt die letzte Zeiledie Schlußfolgerung ! = 0, wodurch der Eigenwert � = � � = � reell i st.

Aus dem weiter unten de� nierten komplexen Skalarprodukt (A.47) bis (A.50) folgt für den Eigen-
wert � einer symmetrischen Matrix A der verschwindende Imaginärteil unmittelbar:

hA v; v i = hv; A v i
, h� v ; v i = hv; � v i
, � hv ; v i = � � hv; v i
, � = � � ;

In der vorletzten Zeile wurde die Semili nearität hv ; � v i = � � hv; v i des komplexen Skalarprodukts
im zweiten Argument (A.48) verwendet.

SymmetrischeMatrizen sind nicht die einzigen mit reellen Eigenwerte, auch nicht symmetri-
sche Matrizen können reelle Eigenwerte besitzen. Ist eine Matrix A jedoch symmetrisch, so
sind dieEigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten vonA jeweilsorthogonal zueinander,
d.h. für je zwei Eigenvektoren v i undv j zu verschiedenen Eigenwerten � i und� j mit � i 6= � j

verschwindet dasStandard-Skalarprodukt, undwieweiter unten gezeigt auch jedesbeliebige
Skalarprodukt, der Eigenvektoren: v i

T � v j = 0.

Esgilt nämlich einerseits

v i
T � A � v j

A = A T

z}|{
= v i

T � A T � v j

(A :31)
z}|{
= (A � v i )

T � v j

(A :19)
z}|{
= (� i � v i )

T � v j = � i (v i
T � v j ):

Ebenso ist aber

v i
T � A � v j

(A :19)
z}|{
= v i

T � � j � v j = � j (v i
T � v j ):

DieGleichheit beider Zeilen kann für � i 6= � j somit nur durch v i
T � v j = 0 gewährleistet werden.

Ist A eine symmetrische n � n-Matrix mit den Eigenvektoren v1; ::; vn zu den paarweise
verschiedenen Eigenwerten � 1; :::; � n , so kann per Induktion gezeigt werden, daß die nor-
mierten Eigenvektoren v 1

jv 1 j ; :::; v n
jv n j ein sogenanntes Orthonormalsystemdarstellen. Unter ei-

nem Orthonormalsystem versteht man eine Menge von normierten und paarweise orthogo-
nalen Vektoren. Man spricht auch voneiner Menge orthonormaler Vektoren undsagt, die n

266



normiertenEigenvektoreneiner symmetrischenMatrix bildeneineOrthonormalbasisdesRn .

Wenn eine symmetrische n � n-Matrix A nur r < n verschiedene Eigenwerte hat, so muß
dieDimension desEigenraumesni = dim (kern(A � � i I )) zu mindestenseinem Eigenwert
� i von der Größe ni > 1 sein. Man nennt den entsprechenden Eigenwert entartet undni die
geometrische Vielfachheit von � i . Für diesen Fall wird man bei der Bestimmung der Basis
des Eigenraums durch die Lösung des Gleichungssystems (A � � i I )v i = 0 genau ni linear
unabhängige Eigenvektoren � nden. Insbesondere kann auch hier eine Orthonormalbasis des
Eigenraumsgefunden werden65, welche zusammen mit den orthonormalen Eigenvektoren zu
den übrigen Eigenwerten eine Orthonormalbasis des Rn ergibt [Jae03]. Beispielsweise hat
die n � n-Einheitsmatrix nur den Eigenwert � 1 = 1, jedoch mit der geometrischen Viel-
fachheit n1 = n. Wenn die Summe der geometrischen Vielfachheiten aller Eigenwerte einer
n � n-Matrix n beträgt, dann bezeichnet man diese alsdiagonalisierbar. Einesymmetrische
n � n-Matrix ist stetsdiagonalisierbar, was für beliebigen � n-Matrizen selbst in komplexen
Vektorräumen nicht grundsätzlich gilt (Anhang C). Diagonalisierbarkeit einer Matrix A be-
deutet, daßeineTransformationwie in (A.30) existiert, welcheA in eineDiagonalmatrix mit
den Eigenwerten auf der Hauptdiagonalen überführt. Für symmetrische Matrizen sind diese
Basistransformationen sehr spezieller Art undwerden durch sogenannte orthogonale Matri-
zen beschrieben, welcheGegenstand des nachfolgenden Abschnitts sind.

ReellesymmetrischeMatrizen haben reelleEigenwerte, undaus ihren
normierten Eigenvektoren kann eineOrthonormalbasiskonstruiert

werden.

OrthogonaleMatr izen

Seien � 1; :::; � n paarweiseverschiedenereelleEigenwerte einer symmetrischen n � n-Matrix
A mit den Eigenvektoren v1; ::; vn , wobei v i Eigenvektor zum Eigenwert � i sei. Durch

E =
�

v 1
jv 1 j ; :::; v n

jv n j

�
wird eine Matrix de� niert, deren Spalten die normierten Eigenvektoren

darstellen. Matrizen, deren Spalten, wie im Falle von E, ein Orthonormalsystem darstellen,
nennt man orthogonaleMatrizen. Mit

A = E � diag(� 1; :::; � n ) � E � 1 (A.33)

65Dazu verwendet man das sogenannteErhard SchmidtscheOrthonormalisierungsverfahren[Jae03].
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werden die Vektoren des Rn zunächst auf eine Basis orthonormaler Eigenvektoren der sym-
metrischen n � n-Matrix A transformiert, anschließend mit der Diagonalmatrix der Eigen-
wertevonA multipliziert undzuletzt rücktransformiert.

Rn A
� !

�=

Rn

E " �= �= " E

Rn diag(� 1; :::; � n)
� !

�=

Rn

Man nennt diedurch (A.33) beschriebeneTransformationHauptachsentransformation66. Sie
stellt einenSpezialfall der in (A.30) beschreibenenTransformation dar, inwelchem dieTrans-
formationsmatrix orthogonal ist. Eine orthogonale Matrix E ist stets invertierbar, wobei die
inverseMatrix die transponierteMatrix ist, d.h. E � 1 = ET . Danämlich für dasMatrizenpro-
dukt [ET � E]i j = v i

jv i j
� v j

jv j j
= � i j gilt , ist ET � E = I . Überdieserhalten orthogonaleMatrizen

dasSkalarprodukt, d.h. wenn h�; �i : V � V ! R ein Skalarprodukt ist, so gilt

hv ; wi = hE � v ; E � wi (A.34)

für beliebigev; w 2 V .

Dies folgt aus dem Sachverhalt, daß bei der Multiplikation mit orthogonalen Matrizen die Bilder
der Einheitsvektoren normiert und orthogonal zueinander sind, d.h. hE � ei ; E � ej i = � i j . Denn mit

66Die BezeichnungHauptachsentransformation kommt daher, weil Kegelschnitte als Untermenge des R2,
wie zum Beispiel eine Elli pse, durch die Hauptachsentransformation auf ihre Hauptachsen gedreht werden,
sodaß diese mit den neuen Koordinatenachsen zusammenfallen, d.h. in den Eigenräumen zweier orthogonaler
Eigenvektoren vonA liegen.
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v =
P n

i = 1 vi ei undw =
P n

j = 1 wj ej 2 V gilt:

hE � v ; E � w i =

*

E
nX

i = 1

vi ei ; E
nX

j = 1

wj ej

+

=

*
nX

i = 1

vi Eei ;
nX

j = 1

wj Eej

+

=
nX

i = 1

nX

j = 1

vi wj hEei ; Eej i

=
nX

i = 1

nX

j = 1

vi wj � i j

=
nX

i = 1

nX

j = 1

vi wj hei ; ej i

=

*
nX

i = 1

vi ei ;
nX

j = 1

wj ej

+

= hv; w i

Die zweiteZeile folgt ausder Linearität der Matrix-Vektor-Multiplikation, in der dritten undsechsten
Zeilewurde die Bili nearität des Skalarproduktes verwendet.

Diedurch orthogonaleMatrizen beschriebenen orthogonalen Abbildungen sind demnach ein
Homomorphismus des Skalarprodukts und können als solcher unabhängig von der Matri-
zendarstellung, d.h. auch in unendlichdimensionalen Vektorräumen, de� niert werden: Eine
Abbildungf : V ! W von einem euklidischen Vektorraum (V; h�; �i ) auf den euklidischen
Vektorraum (W; h�; �i ) wird als orthogonal bezeichnet, wenn

f hv; ui = hf (v); f (u)i (A.35)

für alle v ; u 2 V . Orthogonale Abbildungen sind zudem längen- undwinkeltreu, da Winkel
undLängen über dasSkalarprodukt de� niert sind. Überdies sindsie isometrisch, dennindem
sie die Norm erhalten, bleibt ebenso die durch die Norm induzierte Metrik (A.10) erhalten.
Zwei ähnliche Matrizen A und B stehen vermittels einer Transformationsmatrix T gemäß
A = T � B � T � 1 in Beziehung. Handelt es sich bei der Transformationsmatrix im Speziellen
um eine orthogonale Matrix E, sodaß A = E � B � E � 1, dann bezeichnet man A undB als
orthogonal ähnlich. Während zwei ähnliche Matrizen zwar die gleichen Eigenwerte haben,
können ihreEigenvektoren durch T im allgemeinen beliebig linear transformiert werden. Für
zwei orthogonal ähnlicheMatrizen ist der durch E beschriebeneIsomorphismushingegen ei-
neorthogonaleAbbildung, sodaßalleVektoren längen- undwinkeltreu transformiert werden.
Darum läßt sich eineHauptachsentransformationeben nur mit symmetrischen Matrizen vor-
nehmen, deren normierteEigenvektoren bereitsein Orthonormalsystem darstellen.

Orthogonale Endomorphismen sind stets injektiv. Auf endlichdimensionalen Vektorräumen
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Abbildung 49: Lineare Transformationen im als Anschauungsebene interpretierten R2. Man
betrachte die Bilder von Teilmengen des R2, beispielsweise eines Kreises mit Radius r :�

(x1; x2)T
�
� x2

1 + x2
2 = r 2

	
. Bei bijektiven linearen Abbildungen wird das Bild eines Kreises im all -

gemeinen eine Elli pse sein, das Bild eines Quadrates ein Parallelogramm (b). Orthogonale Trans-
formationen erhalten Längen undWinkel (c). Sie entsprechen Drehungen und Spieglungen. Im Falle
einer Drehungexistieren keine Eigenvektoren, mit Ausnahme der Nulldrehung, d.h. der identischen
Abbildung(a). Die Abbildung, welche ein in x1-Richtung gestauchtes Bild erzeugt (e), hat die Eigen-
vektoren (1; 0)T zu einemEigenwert kleiner einsund(0; 1)T zumEigenwert eins. Sie kann durch eine
Diagonalmatrix beschrieben werden. Eigenvektoren einer linearen Transformation werden lediglich
um den Faktor ihres Eigenwerts � gestreckt oder gespiegelt, insbesondere nicht gedreht. Gegenbei-
spiel: Ist die lineare Abbildung nicht bijektiv, so ist die Dimension des Bildes höchstens eins (d). In
diesem Fall stellt die lineare Abbildungkeine Transformation dar.
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Beispiel: Für die symmetrische Matrix

A =
�

1 � 2
� 2 1

�

sind die Eigenwerte � 1;2 die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

det(A � � I ) = det
�

1 � � � 2
� 2 1 � �

�
= (1 � � )(1 � � ) � 4 = � 2 � 2� � 3

Mit � 1;2 = 2�
p

4+ 12
2 erhält man die reellen Eigenwerte � 1 = 3 und � 2 = � 1. Einsetzen der Eigen-

werte in �
1 � � � 2

2 1� �

� �
v1

v2

�
=

�
0
0

�

ergibt für � 1 = 3 �
� 2 � 2
� 1 � 2

� �
v1

v2

�
=

�
0
0

�

mit der Lösungv1 = � v2, sodaß v1 =
�

� 1
1

�
einen Eigenvektor zum Eigenwert � 1 = 3 darstellt .

Entsprechend erhält man für � 2 = � 1 den zu v1 orthogonalen Eigenvektor v2 =
�

1
1

�
. Mit v1 und

v2 sind auch die normierten Vektoren v 1
jv 1 j =

�
� 1

2

p
2

1
2

p
2

�
und v 2

jv 2 j =
�

1
2

p
2

1
2

p
2

�
Eigenvektoren.

DieSpalten der Matrix E =
�

� 1
2

p
2 1

2

p
2

1
2

p
2 1

2

p
2

�
sind dieEigenvektoren v 1

jv 1 j und v 2
jv 2 j undihre Inverse

ist E � 1 = ET = E =
�

� 1
2

p
2 1

2

p
2

1
2

p
2 1

2

p
2

�
, wieman durch Nachrechnen überprüfen kann, indem man

EE = I veri� ziert. Damit läßt sich dieMatrix A wie folgt darstellen:

A = E � diag(� 1; � 2) � E � 1 =
�

� 1
2

p
2 1

2

p
2

1
2

p
2 1

2

p
2

�
�
�

3 0
0 � 1

�
�
�

� 1
2

p
2 1

2

p
2

1
2

p
2 1

2

p
2

�

sindsie zudem auch surjektiv undsomit Automorphismen67. Im Rn werden orthogonaleAb-
bildungen durch Drehungen undSpieglungen veranschaulicht. Die Menge der orthogonalen
n � n-Matrizen bildet diesogenannteorthogonaleGruppeO(n) � Gl(n) mit der Matrizen-
multiplikation, bezüglich derer O(n) abgeschlossen, d.h. für E; E0 2 O(n) folgt für das Ma-
trizenprodukt EE 0 2 O(n). Zudem folgt aus E 2 O(n) für die inverse Matrix E � 1 2 O(n).
Die Determinanteorthogonaler Matrizen beträgt, wie mit (A.17) und(A.16) aus ET � E = I
zu schlußfolgern ist, stets 1 oder -1. Diejenigen orthogonalen Matrizen, deren Determinante

67Ein Beispiel für einen injektiven aber nicht surjektiven Endomorphismusin einem unendlichdimensionalen
Vektorraum kann aus der auf N de� nierten Nachfolgerfunktion S : N ! N, n 7! n + 1 mit 0 =2 S(N)
konstruiert werden, wennman diese indexbezogen auf den Vektorraum der Folgen überträgt: (a0; a1; a2; :::) 7!
(a1; a2; a3:::).
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1 beträgt, bilden eineUntergruppevon O(n), diespezielleorthogonaleGruppeSO(n).

Matrizen aus SO(2) �
cos(� ) � sin(� )
sin(� ) cos(� )

�

entsprechen im als Anschauungsebene aufgefaßten R2 (Abbildung 49) jeweils einer Drehungentge-
gen des Uhrzeigersinns mit dem Winkel � um den Koordinatenursprung und besitzen mit Ausnahme
der Einheitsmatrix, sowie der Drehung um 180 Grad keine reellen Eigenwerte. Dies entspricht dem
anschaulichen Sachverhalt, daß man durch Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl keine
Drehung bewirken kann. Im komplexen Vektorraum besitzen Drehmatrizen aus SO(2) jedoch Eigen-
werteundsind dort sogar diagonalisierbar. DieMatrizen aus O(2)nSO(2)

�
cos(� ) sin(� )
sin(� ) � cos(� )

�

haben als symmetrische Matrizen stets reelle Eigenwerte. Als Achsenspieglung an einer durch den
Koordinatenursprung verlaufenden, im Winkel � =2 zur Aches (R; 0) geneigten Spiegelachse veran-
schaulicht, ist jeder senkrecht zur Spiegelachse stehende Vektor ein Eigenvektor zum Eigenwert -1
undein parallel zur Spielgelachse ausgerichteter Vektor ein Eigenvektor zum Eigenwert 1.

Für alle Eigenwerte � i einer orthogonalen Matrix gilt j� i j = 1. Wenn nämlich eine ortho-
gonaleMatrix E einen Eigenvektor v i zum Eigenwert � i besitzt, so ist

hv i ; v i i
(A :34)
z}|{
= hE � v i ; E � v i i = � 2

i hv i ; v i i ;

woraus � 2
i = 1 folgt.

Spektraldarstellung selbstadjungierter Endomorphismen

Die in diesem Abschnitt erläuterte Spektraldarstellungselbstadjungierter Endomorphismen
kann als eines der zentralen Ergebnisse der linearen Algebra aufgefaßt werden. Zu deren
VerständnismögedieAufmerksamkeit zunächst einer besonderen Eigenschaft vonOrthogo-
nalbasen gelten, welchesich auf diebereits in (A.24) beschriebeneDarstellungeinesVektors
x 2 Rn als Linearkombination der Basisvektoren v1; ::; vn gemäß

x =
nX

i = 1

ci � v i

bezieht. Die Koef� zienten ci erhält man im allgemeinen aus der Lösung des Gleichungssy-
stems(A.26). Bilden dieVektoren v1; ::; vn ein Orthonormalsystem, wie etwadienormierten
Eigenvektoren einer symmetrischen Matrix, so ergeben sich die Koef� zienten ci bereits aus
dem Skalarprodukt der orthonormalen Vektoren v1; ::; vn mit x zu:

ci = hx; v i i (A.36)
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Ausder Orthonormalität hv j ; v i i = � i j folgt nämlich

hx; v i i =

*
nX

j = 1

cj v j ; v i

+

=
nX

j = 1

cj hv j ; v i i =
nX

j = 1

cj � i j = ci :

Man bezeichnet dieDarstellung

x =
nX

i = 1

hx; v i i � v i| {z }
Pv i

(A.37)

alsdieEntwicklungvonx nach dem Orthonormalsystemv1; ::; vn . Dabei ist Pv i = hx; v i i � v i

die Orthogonalprojektion vonx auf den von v i aufgespannten Vektorraum. Sind v1; ::; vn

normierte Eigenvektoren zu n paarweise verschiedenen Eigenwerten einer symmetrischen
Matrix A , so ist Pv i = hx; v i i � v i die Orthogonalprojektion vonx auf den Eigenraum E � i .
In diesem Fall i st

A x =
nX

i = 1

� i hx; v i i � v i| {z }
Pv i

:

Analoges gilt für Vektoren aus End(V). In einem euklidischen Vektorraum (V; h�; �i ) heißt
ein Endomorphismusf : V ! V selbstadjungiert, wenn für allev ; w 2 V gilt:

hf (v); wi = hv; f (w)i (A.38)

Ein Endomorphismen f : V ! V in einem euklidischen Vektorraum (V; h�; �i ) mit der
Orthonormalbasis v1; ::; vn ist genau dann selbstadjungiert, wenn für f = � (v 1 ::v n ) � A �
� � 1

(v 1 ::v n ) (Abbildung 47) dien � n-Matrix A symmetrisch, d.h. A = A T , ist.

DadieSpalten der Matrix A = (a1 ; :::; an ) dieBilder der Einheitsvektoren (A ej = aj ) und diesedie
Urbilder vonv1 ; ::; vn bezüglich deskanonischen Basisisomorphismus � (v 1 ::v n ) sind(� � 1

(v 1 ::v n )v j =

ej ), ist A � � � 1
(v 1 ::v n )v j = aj und somit f (v j ) = � (v 1 ::v n )aj . Per De� nition des kanonischen Ba-

sisisomorphismus (A.27) ist � (v 1 ::v n ) (aj ) =
P n

i = 1 ai j v i . Somit sind die Komponenten a1j ; ::; anj

des j-ten Spaltenvektors aj dieKoef� zienten vonf (v j ) bei der Entwicklung nach der Basisv1 ; ::; vn ,
d.h. f (v j ) =

P n
i = 1 ai j v i . Der Koef� zientenvergleich mit den Koef� zienten ci = hv i ; f (v j )i aus

(A.36) ergibt für die Einträge der Matrix A des Endomorphismus f bezüglich der Orthonormalbasis
v1 ; ::; vn :

ai j = hv i ; f (v j )i

Aus der Selbstadjungiertheit hv i ; f (v j )i = hf (v i ); v j i von f und der Symmetrie des Skalarprodukts
folgt darum unmittelbar ai j = aj i , d.h. die Symmetrie der Matrix A .

Wie die Eigenwerte symmetrischer Matrizen sind auch die eines selbstadjungierten Endo-
morphismus stetsreell und dienormierten Eigenvektoren zu paarweiseverschiedenen Eigen-
werten bilden ein Orthonormalsystem. Ist f : V ! V ein selbstadjungierter Endomorphis-
mus in einem n-dimensionalen VektorraumesV, undist v1; ::; vn eineOrthonormalbasisaus
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SelbstadjungierteEndomorphismen f : V ! V sind genau die
Abbildungen mit einer symmetrischen Matrix bezüglich einer

OrthonormalbasisvonV. DieMatrix A einesEndomorphismusim Rn ist
genau dannsymmetrisch, wenn A selbstadjungiert ist.

Eigenvektoren vonf zu den Eigenwerten � 1; :::; � n , dann ist

f (x) =
nX

i = 1

� i hx; v i i v i| {z }
Pi

: (A.39)

Dabei ist Pi die Orthogonalprojektion vonx auf den vom Eigenvektor v i aufgespannten Ei-
genraum zum Eigenwert � i , sofern dieser nicht entartet ist. Im allgemeinen, d.h. wenn der
Eigenwert � i die geometrische Vielfachheit ni � 1 besitzt, ist Pi die Orthogonalprojektion
auf den ni -dimensionalen Eigenraum zum Eigenwert � i :

Pi (x) =
rX

k= 1

hx � vk i vk

Man bezeichnet (A.39) als Spektraldarstellung des selbstadjungierten Endomorphismus f
oder mit Hinblick auf die Funktionalanalysis, deren Themengebiet im nächsten Abschnitt
tangiert wird, alsSpektraldarstellung des selbstadjungierten Operators f . DieMengeder Ei-
genwerte � (f ) = f � j (f � � � id) nicht bijektivg bezeichnet man hierbei auch als das Spek-
trumdesOperators f .

Ist f : V ! V ein selbstadjungierteOperator auf einem n-dimensionalen
Vektorraum V, so exisitiert stetseineOrthonormalbasisvonV aus

Eigenvektoren vonf undeineSpektraldarstellung

f (x) =
nX

i = 1

� i Pi (x);

wobei Pi (x) dieOrthogonalprojektion vonx auf den Eigenraum zum
Eigenwert � i bezeichnet.

Daß dieEigenwerte eines selbstadjungierten Endomorphismusreell sind, impliziert dievorangegange-
ne Herleitung, daß eine symmetrische Matrix stets reelle Eigenwerte hat, da in (A.32) bereits von der
Selbstadjungiertheit ausgegangen wurde. Daß je zwei Eigenvektoren v i ; v j eines selbstadjungierten
Endomorphismus f zu verschiedenen Eigenwerten � i 6= � j stets orthogonal sind, d.h. hv i ; v j i = 0,
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folgt aus f (v i ) = � i undf (v j ) = � j unmittelbar. Dennwegen

h� i v i ; v j i = hf (v i ); v j i
(A :38)
z}|{
= hv i ; f (v j )i = hv i ; � j v j i

ist (� i � � j ) hv i ; v j i = 0, was für � i 6= � j nur durch hv i ; v j i = 0 gewährleistet werden kann.

Lineare Abbildung f A : Rn ! Rm m � n-Matr ix A

f A ist Endomorphismus
f A 2 Aut(Rn) (bijektiv)
f A ist orthogonaler Endomorphismus
f A 2 End(Rn ) ist selbstadjungiert
f A 2 End(Rn ) mit

P
i dim(E � i ) = n

A ist quadratisch
A 2 Gl(n), A ist invertierbar
A 2 O(n), A ist orthogonal
A ist symmetrisch
A ist diagonalisierbar

Faltung und Four iertransformation

Analog zur Matrix-Vektor-Multiplikationv 7! A v für v 2 Rn kann für f (t) 2 C[a; b] eine
lineare AbbildungTA : C[a; b] ! C[a; b] mit f 7! TA (f ) durch den linearen Integrations-
operator

TA (f ) =
Z b

a
dt0A(t; t0)f (t0) (A.40)

de� niert werden, wobei A 2 C([a; b] � [a; b]) ist. Die Funktion f (t) geht aus dem Vektor
v , die Funktion A(t; t0) aus der Matrix A in (A.3) beim Übergang zu einer kontinuierli chen
Indexmengehervor. Ein Beispiel ist dieFaltungzweier absolut integierbarer Funktionen f (t)
undg(t), welcheman aus (A.40) mit A(t; t0) = g(t � t0) erhält:

Tg(f ) = g(t) � f (t) =
Z 1

� 1
dt0 g(t � t0)f (t0) (A.41)

Man nennt g(t) den Faltungskern und Tg den Faltungsoperator. Die Faltung einer Funkti-
on f (t) mit einer Funktion g(t) entspricht der Korrelationsfunktion (A.14) mit der gespie-
gelten Funktion g(� t), d.h. r f ;g(� ) = f (t) � g(� t)jt= � . Für symmetrische Faltungskerne
g(t) = g(� t) sind dieFaltung(A.41) und dieKorrelationsfunktion(A.14) identisch.

Im folgenden sollen weitere Analogien zwischen endlichdimensionalen Vektorräumen und
Funktionenräumen aufgezeigt werden, ohne diese Funktionenräume genauer zu charakteri-
sieren. Das neutrale Element, welches bei der Matrix-Vektor-Multiplikation im Rn die Ein-
heitsmatrix darstellt , ist bei den durch (A.40) beschriebenen linearen Abbildungen dieDirac-
sche � -Funktion. Diesehat dieEigenschaft:

Z b

a
dt � (t) =

�
1 f all s 0 2 [a; b]
0 sonst

(A.42)
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Das Integral nimmt genau dann den Wert Eins an, wenn die Null i nnerhalb der Integrations-
grenzen liegt. Weiter gilt für eine integrierbareFunktion f (t):

Z b

a
dt0� (t � t0)f (t0) =

�
f (t) f all s t 2 [a; b]

0 sonst

Daraus folgt mit � (t) = � (� t) dieAusblendeigenschaft der Diracschen � -Funktion:
Z 1

� 1
dt � (t � t0)f (t) = f (t0)

DieDiracsche � -Funktion kann durch Gaußfunktionen

ae� ( t
� )2

(A.43)

als Grenzwert einer Funktionsfolge veranschaulicht werden (Abbildung 50). Der Graph ei-
ner Gaußfunktion besitzt die Form einer Glocke, welche mit zunehmendem � breiter und
mit zunehmendem a länger wird. Das Integral von (A.43) kann mit einfachen analytischen
Methoden nicht berechnet werden. Es ist jedoch in jeder guten Integraltafel [Br93] zu � nden:

Z 1

� 1
dt ae� ( t

� )2

=
p

� �

Für � =
p

2� t und a = 1p
� � nimmt das Integral den Wert 1 an, und es ergibt sich die

Darstellung

� (t) = l im� t ! 0
1

p
2� � t

e� 1
2 ( t

� t )
2

: (A.44)

Weniger intuitiv ist dieFormulierung durch komplexwertigeExponentialfunktionen:

� (t) =
1

2�

Z 1

� 1
d! ei ! t (A.45)

Man kann sich diese mit Hil fe der Eulerschen Formel (B.37) folgendermaßen plausibel ma-
chen:

� (t) =
1

2�

Z 1

� 1
d! ei ! t

E ulerz}|{
=

1
2�

Z 1

� 1
d! cos(! t) +

i
2�

Z 1

� 1
d! sin(! t)

DasIntegral über dieSinus-Funktion verschwindet, damit einer antisymmetrischenFunktion
im Integranden über ein symmetrischesIntervall i ntegriert wird. DieKosinus-Funktionist für
t 6= 0 periodisch in ! , sodaß auch hierbei das Integral über jede volle Periode verschwindet.
Für t = 0 ist wegen cos(0) = 1 der Integrand jedoch eins, und das Integral wird für diesen
Fall unendlich.
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Abbildung 50: Gaußfunktion (A.44) mit � t = 0; 4; � t = 0; 2 und� t = 0; 1. Je kleiner � t gewählt
wird, umso schmaler und steiler wird der Graph der Funktion bei konstantem Flächeninhalt. Es istR1

� 1 dt 1p
2� � t

exp
�
� 1

2( t
� t )

2
�

= 1 für alle � t, und im Grenzfall � t ! 0 stellt der Integrand die
Diracsche Deltafunktion dar.

Die zu (A.40) inverseOperation ist durch

T � 1
A (f ) =

Z
dt0A � 1(t; t0)f (t0)

gegeben, falls Z
dt" A � 1(t; t" )A(t" ; t0) = � (t � t0):

EineEigenwertgleichungfür den linearen Integrationsoperator (A.40) kannwie folgt formu-
liert werden: Z

dt0A(t; t0)f � (t0) = � f � (t)

Die f � (t) werden als Eigenfunktionen bezeichnet, analog zu den Eigenvektoren in (A.19).
Von besonderer Bedeutungsind Integrationsoperatoren mit translationsinvarianten Funktio-
nen A(t; t0) = g(t � t0), wie sie beim Faltungsoperator vorliegen. Ihre Eigenfunktionen sind
komplexeExponentialfunktionen exp(i ! t) = cos(! t) + i sin(! t), was in dieEigenwertglei-
chungeingesetzt auf Gleichung

Z
dt0g(t � t0)exp(i ! t0) =

0

B
B
@

Z
d� g(� )exp(� i ! � )

| {z }
�

1

C
C
A exp(i ! t) (A.46)
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führt. Daß

� (! ) =
Z

d� g(� )exp(� i ! � )

tatsächlich alsEigenwert dieEigenwertgleichung(A.46) erfüllt , wird unmittelbar ersichtli ch,
wennman dieSubstitution� = t � t0vornimmt. DieFrequenz ! 2 R in (A.46) steht anstelle
des diskreten Index bei einer endlichen Anzahl von Eigenvektoren v i mit i = 1; ::; n. Die im
allgemeinen überabzählbare Menge der normierten Eigenfunktionen 1p

2�
exp(i ! t), ! 2 R;

bildet ein Orthonormalsystem, wieman mit dem Skalarprodukt für Vektorräumeüber C zei-
gen kann68.

Die De� nition eines Skalarprodukts h�; �i : V � V ! C für einen Vektorraum V über C
lautet:

� h�; �i : V � V ! C ist linear im ersten undsemili near im zweiten Argumenten69, d.h.
für v ; w; u 2 V und� ; � 2 C ist

h� v + � w; ui = � hv; ui + � hw; ui (A.47)

und
hu; � v + � wi = � � hu; v i + � � hu; wi (A.48)

� h�; �i : V � V ! C ist hermitisch symmetrisch, d.h. für v ; w 2 V ist

hv; wi = hw; v i � (A.49)

� h�; �i : V � V ! C ist positiv de�n it, d.h. es ist hv; v i 2 R und

hv; v i > 0 (A.50)

für v 6= 0.

Einen Vektorraum V über C zusammen mit einem Skalarprodukt h�; �i : V � V ! C bezeich-
net man als unitären Vektorraum (V; h�; �i ). Er ist das komplexeAnalogonzum euklidischen
Vektorraum. Für die Vektoren des Cn wird durch hv; wi = vT � w � ein komplexes Ska-
larprodukt de� niert70. Ähnlich wie in (A.13) kann auch für komplexwertige Funktionen ein
Skalarprodukt

hf ; gi =
Z b

a
f (t)g� (t) dt (A.51)

68Nicht jeder Vektorraum mit komplexenKomponenten ist ein Vektorraum über C. Beispielsweise ist Cn mit
der skalaren Multiplikation � : R � C ! C ein Vektorraum über R. In diesem Vekrorraum ist das Standard-
Skalarprodukt für v ; w 2 C durch hv; w i = Re(vT � w � ) als reellwertig de� niert undentspricht der De� nition
(A.5) bis (A.8).

69Man spricht von einer sogenannten hermitsche Form, welche bis auf komplexe Konjugation symmetrisch
und bili near ist.

70Es ist zu beachten, daß Cn erst durch komplexeSkalare zum komplexen Vektorraum wird, denn der Vek-
torraum Cn über R ist ein reeller Vektorraum. Die komplexe Konjugation des zweiten Arguments w � ist not-
wendig, um hv; v i 2 R und dadurch diepositiveDe� nitheit zu gewährleisten.
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de� niert werden, mit welchem (C1 (C); h�; �i ) zu einem unitären Vektorraum komplexwer-
tiger Funktionen wird. Die normierten Eigenfunktionen 1p

2�
exp(i ! t) bilden in diesem Vek-

torraum ein Orthonormalsystem, da
Z 1

� 1
dt

1
p

2�
exp(i ! t) �

1
p

2�
exp(� i ! 0t)

=
1

2�

Z 1

� 1
dt expi (! � ! 0)t

(A :45)
z}|{
= � (! � ! 0):

In Analogie zu (A.37) läßt sich jede Funktion f (t) mit
R1

� 1 jf (t)j < 1 durch eine Basis
orthonormaler Eigenfunktionen darstellen:

f (t) =
1

p
2�

Z 1

� 1
d! ~f (! )exp(i ! t) (A.52)

Auch hierbei sind entsprechend (A.36) die Koef� zienten ~f (! ) Orthogonalprojektionen auf
dieEigenfunktionen 1p

2�
exp(i ! t):

~f (! ) =
1

p
2�

Z 1

� 1
dt f (t)exp(� i ! t) (A.53)

Man bezeichnet die durch (A.53) gegebene unitäre71 Basistransformation als Fouriertrans-
formation und (A.52) als inverse Fouriertransformation, sowie ~f (! ) als das Spektrum von
f (t), welches die Amplitude jeder in f (t) enthaltenen Frequenz ! angibt. Der schonweiter
oben für den Eigenwert ! verwendeteBegriff der Frequenz knüpft an ein sehr anschauliches
Beispiel aus der Signaltechnik an. Das Spektrum eines akustischen Signals f (t) bilden näm-
lich dieTonfrequenzen ! , aus welchen sich das Signal gemäß (A.52) zusammensetzt.

Mit der Fouriertransformation vereinfacht sich die Faltungh = f � g (A.41) zu einer Multi -
plikation

~h(! ) = ~f (! ) � ~g(! ); (A.54)

da

~h(! ) =
Z 1

� 1
dt exp(i ! t)

Z 1

� 1
dt0 f (t0)g(t � t0)

=
Z 1

� 1
dt0 f (t0)exp(i ! t0)

Z 1

� 1
dt g(t � t0) exp(i ! (t � t0))

=
Z 1

� 1
dt0 f (t0)exp(i ! t)

| {z }
~f (! )

Z 1

� 1
d� g(� )exp(i ! � )

| {z }
~g(! )

mit � = t � t0

71Die unitäre Transformation ist das komplexe Analogonzur orthogonalen Transformation im reellen Vek-
torraum.
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Somit folgt ausder Kommutativität der Multiplikation dieKommutativität der Faltung:

f (t) � g(t) = g(t) � f (t) =
Z 1

� 1
dt0 f (t0)g(t � t0) =

Z 1

� 1
dt0 g(t0)f (t � t0) (A.55)

Wenn die Diracsche � -Funktion das neutrale Element in (A.40) ist, dann insbesondere auch
für die Faltung, was wegen (A.54) impliziert, daß die Fouriertransformierte der � -Funktion
dasneutraleElement bezüglich der Multiplikation in R sein muß. In der Tat ist

~� (! ) =
Z 1

� 1
dt � (t) exp(� i ! t)

= exp(� i ! 0) = 1;

wobei in der zweiten Zeile die Ausblendeigenschaft der � -Funktion verwendet wurde. Dies
bedeutet, daß dasSpektrum der Diracschen � -FunktionalleFrequenzen enthält, und dort jede
Frequenz ! mit gleicher Amplituderepräsentiert ist.
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